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Пусть 𝜇 — ограниченная неотрицательная радоновская мера на вполне регулярном
топологическом пространстве 𝑋, определенная на борелевской 𝜎-алгебре ℬ. Мы будем
предполагать, что мера 𝜇 сосредоточена на счетном объединении метризуемых компак-
тов. Это условие всегда выполнено, если 𝑋 — суслинское или метризуемое, а также если
𝜇 — гауссовская мера. Для данной измеримой функции 𝐹 : 𝑋 → R или измеримого отоб-
ражения 𝐹 : 𝑋 → R𝑑 можно рассмотреть образ меры 𝜇 ∘ 𝐹−1, задаваемый формулой

𝜇 ∘ 𝐹−1(𝐵) := 𝜇(𝐹−1(𝐵))

на борелевской 𝜎-алгебре в R или R𝑑 соответственно.Предлагаемая конструкция поверхностной меры 𝜎𝑦 на множестве уровня 𝐹−1(𝑦) сле-
дующая: вводится некоторая весовая функция 𝜃𝐹 и полагается∫︁

𝑓(𝑥)𝜎𝑦(𝑑𝑥) = lim
𝑟→0

1

𝑟

∫︁
{𝑦<𝐹<𝑦+𝑟}

𝑓(𝑥)𝜃𝐹 (𝑥)𝜇(𝑑𝑥)

для подходящего класса функций 𝑓 (скажем, ограниченных липшицевых). В отличие от
условных мер такая конструкция требует определенных ограничений на меры и функции,
о которых идет речь.Поверхностные меры, ассоциированные с векторными полями дифференци-
руемости. Мера 𝜇, упомянутая выше, фиксирована всюду далее. Пусть ℱ — некоторый
класс ограниченных ℬ-измеримых функций. Предполагается, что ℱ удовлетворяет следу-
ющим условиям:(F1) ℱ — линейное пространство, разделяющее радоновские меры на 𝑋 и 𝜙(𝑓) ∈ ℱ
для всех 𝑓 ∈ ℱ и всех функций 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑏 (R),Векторным полем 𝑣 будем называть отображение 𝑓 ↦→ 𝜕𝑣𝑓 из ℱ в 𝐿1(𝜇), для которого
𝜕𝑣(𝜓 ∘ 𝑓) = 𝜓′(𝑓)𝜕𝑣𝑓 𝜇-п.в. для всех 𝑓 ∈ ℱ и всех функций 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑏 (R).Предположим, что ℱ наделено некоторой нормой ‖𝑓‖ℱ , причем существует 𝑝 > 1 такое,
что

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) + ‖𝜕𝑣𝑓‖𝐿1(𝜇) ≤ ‖𝑓‖ℱ , 𝑓 ∈ ℱ .

С помощью этой нормы обычным образом вводится 𝐶ℱ -емкость на 𝑋 (см. [1]).Далее считаем, что мера 𝜇 дифференцируема вдоль 𝑣 по Фомину, т.е. имеется такая
функция 𝛽𝑣 ∈ 𝐿1(𝜇), что∫︁

𝑋

𝜕𝑣𝑓(𝑥)𝜇(𝑑𝑥) = −
∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝛽𝑣(𝑥)𝜇(𝑑𝑥), 𝑓 ∈ ℱ .

Определение 1. Будем говорить, что функция Ψ ∈ 𝐿1(𝜇) входит вD𝑣, если 𝜓 ∈ 𝐿1(𝑑𝑣𝜇) и
существует последовательность функций 𝑓𝑛 ∈ ℱ , сходящаяся к Ψ в 𝐿1(𝜇) и 𝐿1(𝑑𝑣𝜇), такая,
что функции 𝜕𝑣𝑓𝑛 сходятся в 𝐿1(𝜇) к некоторой функции 𝑤 и функции 𝑓𝑛𝜕𝑣𝑔 равномерно
интегрируемы для каждой 𝑔 ∈ ℱ . Тогда положим 𝜕𝑣Ψ := 𝑤.

Будем считать,что 𝐹 : 𝑋 → R — ℬ-измеримая функция, причем(F2) 𝜓(𝐹 ) ∈ D𝑣 для каждой функции 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑏 (R) и найдётся ℬ-измеримая функция

𝜕𝑣𝐹 такая, что 𝜕𝑣(𝜓 ∘ 𝐹 ) = 𝜓′(𝐹 )𝜕𝑣𝐹 п.в. для каждой 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑏 (R). Более того, 𝜕𝑣𝐹 >

0, 𝜕𝑣𝐹 ∈ 𝐿1(𝜇). Положим 𝜈 := (𝜕𝑣𝐹 ) · 𝜇
Определение 2. Для фиксированного 𝑦 ∈ R предположим, что Φ𝑓 дифференцируема в
𝑦 для каждой функции 𝑓 ∈ ℱ . Мера 𝜎𝑦 на 𝑋 определяется следующим образом:

1



Конференция «Ломоносов 2015»

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝜎𝑦(𝑑𝑥) = 𝜚𝑓 (𝑦).

Теорема 1. Пусть 𝜇 — дифференцируема по Фомину вдоль векторного поля 𝑣. Предпо-
ложим, что условия (F1) и (F2) выполнены и что мера 𝜇∘𝐹−1 не имеет атомов. Будем
считать также, что выполнено хотя бы одно из следующих условий:

1) 𝑋 — полное метрическое пространство и ℱ содержит все липшицевы функции;

2) мера 𝜇 имеет компактный носитель;

3) cуществует неотрицательная функция 𝑊 ∈ D𝑣 такая, что 𝑊𝛽𝑣,𝑊𝜕𝑣𝐹 ∈ 𝐿1(𝜇) и
множества {𝑊 6 𝑅} — компакты для всех 𝑅 > 0.

Тогда для любого 𝑦 ∈ R существует радоновская поверхностная мера 𝜎𝑦. Кроме того,
если мера 𝜇 сосредоточена на счетном объединении метризуемых компактов, то для
𝜈 ∘ 𝐹−1-п.в. 𝑦 мера 𝜎𝑦 сосредоточена на 𝐹−1(𝑦) и имеет место равенство 𝜎𝑦 = 𝜚1(𝑦)𝜈

Поверхностные меры на поверхностях высокой коразмерности. Данная кон-
струкция работает также в случае поверхностей высокой коразмерности, но требует боль-
шей регулярности от отображения

𝐹 = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑑) : 𝑋 → R𝑑,

на множествах уровня которого мы хотим определить поверхностные меры. Пусть ∆𝐹 —
определитель Маллявэна, 𝑀 𝑖,𝑗 — минор матрицы Маллявэна с элементами 𝜕𝑣𝑖𝐹𝑗 и 𝑊𝑟 =
{|𝐹 | < 𝑟}. Положим 𝜈 = ∆𝐹 · 𝜇.
Определение 3. Пусть для каждой функции 𝑓 ∈ ℱ мера (𝑓 ·𝜈)∘𝐹−1 имеет непрерывную
плотность 𝜚𝑓 . Поверхностная мера 𝜎𝑦 на 𝐹−1(𝑦) определяется формулой∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝜎𝑦(𝑑𝑥) = 𝜚𝑓 (𝑦), 𝑓 ∈ ℱ

Теорема 2. Если 𝑠 > 2𝑑, то для любой функции 𝑓 ∈ ℱ мера (𝑓 · 𝜈) ∘ 𝐹−1 абсолютно
непрерывна на 𝑈𝑟 и имеет ограниченную непрерывную плотность 𝜚𝑓 такую, что

sup
𝑦∈𝑈𝑟

|𝜚𝑓 (𝑦)| ≤ 𝐶
(︁
‖𝑓‖𝐿2𝑑(𝜈) +

𝑑∑︁
𝑗=1

‖𝜕𝑣𝑗𝑓‖𝐿2𝑑(𝜈)

)︁
,

где 𝐶 — число, которое зависит только от 𝑑, 𝑠, 𝑟0, ‖𝑢𝑖‖𝐿𝑠(𝜈).
Работа поддержана проектом РНФ 14-11-00196.
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