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Рассматривается одна из задач, связанных с проблемой Нельсо-
на-Хадвигера-Эрдёша: какое наименьшее число цветов потребуется
для раскраски точек плоскости, при которой точки, находящиеся на
евклидовом расстоянии 1, имеют разные цвета? Это число называют
хроматическим числом плоскости и обозначают χ(R2) [1,2]. Иными
словами, χ(R2) — это хроматическое число графа G(R2; 1), верши-
нами которого являются точки R2, а ребрами соединены точки, на-
ходящиеся на единичном евклидовом расстоянии.

Под хроматическим числом сферы S2(r) по аналогии со сказан-
ным выше будем понимать хроматическое число графа G(S2(r); 1),
вершинами которого являются точки сферы радиуса r, а метрика
индуцирована вложением в R3. Все известные нижние оценки для
χ(S2(r)) приведены в работе Симмонса [3].

Основным способом получения нижних оценок хроматического
числа таких бесконечных графов является предъявление конечного
подграфа H ⊂ G(S2(r); 1); очевидно, для любого такого подграфа
χ(G) ≥ χ(H).

Назовем ϕr : V → S2(r) дистанционным вложением графа H в
сферу S2(r), если отображение ϕ инъективно, и для каждого ребра
(u, v) ∈ E выполнено ‖ϕr(u)− ϕr(v)‖ = 1.

Пусть R(H) ⊂ R+ — множество всех радиусов сферы, для кото-
рых существует дистанционное вложение H в сферу S2(r).

Нечетным обхватом godd(H) графа H называется длина кратчай-
шего нечётного цикла в этом графе. Если граф двудольный, полага-
ем godd(H) =∞.

Теорема 1. Справедлива оценка

inf R(H) ≥ (2 cos(π/(2godd(H))))−1.

В работе [4] был построен пример 4-хроматического графа на
17 вершинах и было приведено его дистанционное вложение в плос-
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кость. В докладе показано, что вложение этого графа в сферу позво-
ляет улучшить оценку для хроматического числа сферы в некотором
диапазоне радиусов.

Теорема 2. Справедлива следующая оценка:

χ(S2(r)) ≥ 4, r ∈ (r0,
√
3/3),

r0 = 0.5521.
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