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Рассматривается динамическая система следующего вида:

𝑑𝑚𝑗

𝑑𝑡
= −𝑘𝑗𝑚𝑗 + 𝑓𝑗(𝑝𝑗−1);

𝑑𝑝𝑗
𝑑𝑡

= 𝜇𝑗𝑚𝑗 − 𝜈𝑗𝑝𝑗; 𝑗 = 1, 2, 3, (1)

где 𝑓𝑗(𝑝𝑗−1) — гладкие монотонно убывающие функции неотрицательного аргумента, 𝑝𝑗 и
𝑚𝑗 — концентрации некоторых белков и соответствующих им мРНК, а 𝜇𝑗, 𝜈𝑗 и 𝑘𝑗 — поло-
жительные постоянные, характеризующие скорость синтеза этих белков и мРНК. Здесь,
если 𝑗 = 1, то 𝑗 − 1 = 𝑛, где 𝑛 = 3.

Упрощённая версия такой системы была рассмотрена в [3] как модель функционирова-
ния одной генной сети. Ранее, см. [1], было показано, что параллелепипед𝑄 =

∏︀𝑗=3
𝑗=1([0, 𝐴𝑗]×

[0, 𝐵𝑗]) является инвариантной областью системы (1). Здесь 𝐴𝑗 := 𝑓𝑗(0)/𝑘𝑗 и 𝐵𝑗 := 𝜇𝑗𝐴𝑗/𝜈𝑗,
при этом система (1) имеет ровно одну стационарную точку 𝑆0.

Разобьём инвариантный параллелепипед 𝑄 плоскостями, параллельными координат-
ным плоскостям и проходящими через стационарную точку 𝑆0 = (𝑚0
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64 более мелких параллелепипедов, которые мы будем называть блоками и нумеровать
бинарными мультииндексами:

ℰ = {𝜀1𝜀2𝜀3𝜀4𝜀5𝜀6} ={︀
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}︀
,

где X = (𝑚1, 𝑝1,𝑚2, 𝑝2,𝑚3, 𝑝3), 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 𝜀4, 𝜀5, 𝜀6 ∈ {0, 1}, и отношения порядка задают-
ся следующим образом: символ ≷0 соответствует ≤, а символ ≷1 соответствует ≥. Для
блоков валентности один построена диаграмма переходов, см. [2]. Валентность один озна-
чает, что из каждого блока траектории могут переходить только в один соседний блок.
Обозначим через Ω1 объединение таких блоков.

Пусть 𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛽1 — собственные числа матрицы линеаризации 𝑀6 системы (1),
у которых 𝛼1 > 0, 𝛽1 ̸= 0. Тогда этим собственным числам соответствует вещественная
плоскость 𝑃 2

1 , являющаяся инвариантным подпространством матрицы 𝑀6.
Определение. Стационарная точка динамической системы называется гиперболи-

ческой, если собственные числа соответствующей матрицы линеаризации имеют поло-
жительные и отрицательные вещественные части, но не являются мнимыми.

Лемма. Если точка 𝑆0 является гиперболической, то 𝑈 ∩ 𝑃 2
1 ⊂ Ω1, где 𝑈 — окрест-

ность точки 𝑆0.
Теорема. Если 𝑆0 — гиперболическая стационарная точка, то через неё проходит

инвариантная поверхность, содержащая цикл 𝐶 системы (1).
Работа поддержана РФФИ, грант 20-31-90011.
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