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Рассмотрим задачу о движении твердого тела, закрепленного в одной точке, под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил. Пусть 𝐽 — тензор инерции тела относи-
тельно точки закрепления, 𝑂𝑋𝑌 𝑍 — неподвижная система отсчета, 𝑂𝑒1𝑒2𝑒3 — подвижная
(вмороженная в тело) система отсчета. Не ограничивая общности, будем считать ее оси
совпадающими с главными направлениями 𝐽 (и тогда 𝐽 есть диагональная матрица с
элементами 𝐴, 𝐵, 𝐶).

Далее, пусть 𝜔 = (𝑝, 𝑞, 𝑟) — угловая скорость тела, 𝛾 — вектор, задающий направление
вертикали (сонаправленный с 𝑂𝑍), Λ = Λ(𝛾) — вектор гироскопических сил, 𝑉 = 𝑉 (𝛾)
— потенциал внешних сил.

Уравнения движения рассматриваемой системы, записанные в 𝑂𝑒1𝑒2𝑒3, имеют вид

𝐽𝜔̇ = (𝐽𝜔 + 𝜇) × 𝜔 + 𝛾 × 𝜕𝑉

𝜕𝛾
,

𝛾̇ = 𝛾 × 𝜔,

где 𝜇 =
𝜕

𝜕𝛾
⟨Λ, 𝛾⟩ −

⟨
𝜕

𝜕𝛾
, Λ

⟩
𝛾, 𝑀 = 𝐽𝜔 + Λ — кинетический момент тела.

Эти уравнения движения в общем случае неинтегрируемы, однако существует доста-
точно широкий набор параметров, при которых заданная таким образом система стано-
вится интегрируемой. Такие наборы параметров называются случаями интегрируемости
и в подавляющем большинстве случаев известны давно, но и в последние годы выявлено
много случаев, допускающих интегрирование.

Эта система всегда имеет три интеграла движения:

𝐻 =
1

2
⟨𝜔, 𝐽𝜔⟩ + 𝑉 — полная энергия,

Γ = 𝛾2
1 + 𝛾2

2 + 𝛾2
3 = 1 — геометрический интеграл,

𝐺 =
1

2
⟨𝑀 , 𝛾⟩ — интеграл площадей.

Для полной интегрируемости требуется еще один интеграл, функционально независи-
мый с имеющимися.

Положим 𝐴 = 𝐵 = 4𝐶, Λ = (−4𝜈𝛾1, −4𝜈𝛾2, −𝜈𝛾3 + 𝑘), 𝐻 =
1

2
(4𝑝2 + 4𝑞2 + 𝑟2) + 𝑉 , где

𝑉 =

(︂
𝑎𝛾1 + 𝑏𝛾2 + 𝜈𝑘𝛾3 +

3𝜈2

2
𝛾2
3 +

𝜆

𝛾2
3

)︂
. Тогда, как показано в (1), на𝑀4 = {Γ = 1, 𝐺 = 0}

существует дополнительный интеграл

𝐾 = (𝑟 − 𝜈𝛾3 − 𝑘)

(︂
(𝑝− 𝜈𝛾1)

2 + ((𝑞 − 𝜈𝛾2)
2 +

𝜆

2𝛾2
3

)︂
− 𝛾3

(︀
𝑎𝑝 + 𝑏𝑞 − 𝜈 (𝑎𝛾1 + 𝑏𝛾2)

)︀
.

Следовательно, на указанном уровне система вполне интегрируема.
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Этот случай включает в себя уже известные ранее случаи Горячева-Чаплыгина (𝜇 = 0,

𝑉 = 𝑎𝛾1 +
𝜆

𝛾2
3

) и Сретенского (𝜇 = (0, 0, 𝑘), 𝑉 = 𝑎𝛾1).

Вторая система, найденная в (2) и обобщающая классический случай Лагранжа, полу-

чается, если положить 𝐴 = 𝐵, 𝑉 = 𝑎3𝛾3 +
𝑏1
2

(𝛾2
1 + 𝛾2

2) +
𝑏3
2
𝛾2
3 , Λ = (𝐾1𝛾1, 𝐾1𝛾2, 𝐾3𝛾3 + 𝜅).

В отличие от предыдущего случая, здесь дополнительный интеграл 𝐹 = 𝐶𝑟 + 𝐾3𝛾3 + 𝜅
существует при любом значении интеграла площадей.

В данной работе найдены изоэнергетические многообразия𝑄3
ℎ = {Γ = 1, 𝐺 = 0, 𝐻 = ℎ}

для обеих систем. Это является важным шагом на пути к построению инвариантов Фоменко-
Цишанга этих систем (3).
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