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Рассмотрим математический биллиард в эллипсе 𝑥2

𝑎
+ 𝑦2

𝑏
= 1 с абсолютно упругим

отражением от границы. Пусть на материальную точку действует некоторый потенциал
𝑄(𝑥, 𝑦). Уравнения движения точки примут следующий вид:

𝑑𝑑𝑜𝑡𝑥 = −𝑄𝑥

𝑑𝑑𝑜𝑡𝑦 = −𝑄𝑦

Это гамильтонова система с гамильтонианом 𝐻 = 1
2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2) +𝑄(𝑥, 𝑦). Известно, что при

𝑄 = 0 такая биллиардная система вполне интегрируема по Лиувиллю, то есть существу-
ет первый интеграл 𝜆, функционально независимый с гамильтонианом 𝐻 и находящимся
с ним в инволюции. Однако, в общем случае для произвольной функции 𝑄 интегриру-
емость не сохраняется. В.В.Козлов в [2] предложил следующие условие, гарантирующее
существование дополнительного первого интеграла вида 𝐹 = 𝜆+ 𝑓(𝑥, 𝑦):

(𝑎− 𝑏)𝑄𝑥𝑦 + 3(𝑦𝑄𝑥 − 𝑥𝑄𝑦) +𝑄𝑥𝑦(𝑦
2 − 𝑥2) + 𝑥𝑦(𝑄𝑥𝑥 −𝑄𝑦𝑦) = 0

Найдем решение этого уравнения в виде многочлена. В эллиптических координатах (𝜆1, 𝜆2)
оно имеет следующий вид:

𝑄(𝜆1, 𝜆2) =
𝑝(𝜆1)− 𝑝(𝜆2)

𝜆1 − 𝜆2

где 𝑝 – некоторый многочлен.
Изучим теперь наш биллиард с таким потенциалом 𝑄 с точки зрения слоения Лиувил-

ля, используя язык инвариантов Фоменко-Цишанга [1].
Теорема В интегрируемом эллиптическом биллиарде с полиномиальным потенциа-

лом различным уровням интегралов 𝐻 и 𝐹 соответствуют следующие атомы: 𝐴, 𝐵,
𝐶2, 𝐷1, 𝐸4, 𝐴*.

Получен широкий класс полных инвариантов Фоменко-Цишанга такого биллиарда, а
также описаны его бифуркационные диаграммы.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17-11-
01303)
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