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Понятие строгой примитивно-рекурсивной реализуемости было определено З. Дамня-
новичем [1]. В работе [2] В.Е. Плиско доказал, что интуиционистская логика предика-
тов некорректна относительно семантики строгой примитивно-рекурсивной реализуемо-
сти, тогда как базисная пропозициональная логика корректна. Мы покажем, что базис-
ная логика предикатов 𝐵𝑄𝐶 [3] некорректна относительно сильного варианта строгой
примитивно-рекурсивной реализуемости.

Пусть 𝐸0 ⊂ 𝐸1 ⊂ . . . — иерархия примитивно-рекурсивных функций, описанная в
[4]. При этом для каждого класса 𝐸𝑛 имеется универсальная функция u𝑛, обладающая
следующими свойствами: u𝑛 ̸∈ 𝐸𝑛; u𝑛 ∈ 𝐸𝑛+1; u𝑛(𝑒, 2𝑥) = 𝜙(𝑥) если 𝑒 — номер одноместной
функции 𝜙 ∈ 𝐸𝑛. Через I𝑛 обозначаем множество всех номеров функций из 𝐸𝑛.

Согласно [1] определим отношение 𝑒 r𝑖 𝐴 (натуральное число 𝑒 примитивно-рекурсивно
реализует замкнутую арифметическую формулу 𝐴 на 𝑖-ом уровне иерархии):

∙ 𝑒 r𝑖 𝐴 
 𝑒 = 0 и 𝐴 истинна, если 𝐴 — атомарная формула;
∙ 𝑒 r𝑖 Φ ∧ Ψ 
 p1𝑒 r𝑖 Φ и p2𝑒 r𝑖 Ψ;
∙ 𝑒 r𝑖 Φ ∨ Ψ 
 (p1𝑒 = 0 и p2𝑒 r𝑖 Φ) или (p1𝑒 = 1 и p2𝑒 r𝑖 Ψ);
∙ 𝑒 r𝑖 Φ → Ψ 
 𝑒 ∈ I𝑖 и ∀𝑗 ≥ 𝑖 (u𝑖(𝑒, 2

𝑗) ∈ I𝑗), и ∀𝑎∀𝑗 ≥ 𝑖 (𝑎 r𝑗 Φ ⇒ u𝑗(u𝑖(𝑒, 2
𝑗), 2𝑎) r𝑖 Ψ).

∙ 𝑒 r𝑖 ∃𝑥 Φ(𝑥) 
 p2𝑒 r𝑖 Φ(p1𝑒);
∙ 𝑒 r𝑖 ∀𝑥 Φ(𝑥) 
 𝑒 ∈ I𝑖 и ∀𝑎 (u𝑖(𝑒, 2

𝑎) r𝑖 Φ(𝑎)).

Пусть 𝑓 — 𝑛-местная функция из класса 𝐸𝑖. Согласно [2] распространим отношение r𝑖 на
секвенции арифметических формул:

𝑓 r𝑖 Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ⇒ Ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 
 ∀𝑘1, . . . , 𝑘𝑛, 𝑒∀𝑗 ≥ 𝑖 (𝑒 r𝑗 Φ(𝑘) =⇒ 𝑓(𝑘, 𝑒) r𝑗 Ψ(𝑘)).

Секвенцию предикатных формул 𝐴 ⇒ 𝐵 назовем сильно примитивно-рекурсивной ре-
ализуемой, если найдутся такие натуральные числа 𝑒 и 𝑖, что имеет место 𝑒 r𝑖 𝐴

′ ⇒ 𝐵′

для любых арифметических примеров 𝐴′ и 𝐵′ предикатных формул 𝐴 и 𝐵.

Теорема 1. Cеквенция ∀𝑥 ∀𝑥′(𝑃 (𝑧, 𝑥) → ∃𝑦 𝑄(𝑧, 𝑥, 𝑦)) ⇒ ∀𝑥 (𝑃 (𝑧, 𝑥) → ∃𝑦 𝑄(𝑧, 𝑥, 𝑦)) не
является сильно примитивно-рекурсивной реализуемой.

Так как секвенция из теоремы 1 является аксиомой базисной логики предикатов 𝐵𝑄𝐶,
исчисление 𝐵𝑄𝐶 не является корректным относительно сильной примитивно-рекурсивной
реализуемости.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №20-01-00670.
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