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Кольцо целых чисел будем обозначать Z, поле рациональных чисел – Q.
Кольцо двоично-рациональных чисел:

Q 𝑚
2𝑛

=
{︀

𝑚
2𝑛
|𝑚 ∈ Z, 𝑛 ∈ N

}︀
.

Q 𝑚
2𝑛

является подкольцом в Q. Определим множество дробно-рациональных функций от
переменной 𝜉 с коэффициентами из Q 𝑚

2𝑛
следующим образом:

R(Q 𝑚
2𝑛

) =
{︁

𝑃 (𝜉)
𝑄(𝜉)

| 𝑃 (𝜉), 𝑄(𝜉) ∈ Q 𝑚
2𝑛

[𝜉], 𝑄(0) = 1, gcd (𝑃 (𝜉), 𝑄(𝜉)) = 1
}︁

Обозначим через 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

) множество всех линейных автоматов[1][2][3] над Q 𝑚
2𝑛
. Неко-

торые результаты о надклассе 𝐿(Q) были получены в работе [4]. Рассматривается задача
𝐴-полноты[5] системы линейных автоматов в 𝐿(Q 𝑚

2𝑛
).

Аналогично [4] определяется множество формальных степенных рядов над Q 𝑚
2𝑛

и опера-
ции над ними, а также ряд вспомогательных обозначений. В работе [6] формулируются
следующие множества (кратность понимаем в смысле кратности числителя):

1) 𝑉P = {𝑉 |𝑉 ∈ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

), 𝑉− обладает P - свойством }
2) 𝐷 = {𝑉 |𝑉 ∈ 𝐿(Q 𝑚

2𝑛
), 𝑉− обладает D - свойством }

3) ∀𝑝 > 2 - простого, 𝑀𝑝 = {𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) ∈ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

)|𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) = 𝑅0(𝜉) +
∑︀𝑙

𝑖=1 𝑅𝑖(𝜉) ·

𝑥𝑖, 𝑅𝑖(1)
... 𝑝, ∀𝑖 ∈ [1, 𝑙]}

4) ∀𝑝 > 2, -простого, 𝑇𝑝 = {𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) ∈ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

)|𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) = 𝑅0(𝜉) +
∑︀𝑙

𝑖=1 𝑅𝑖(𝜉) ·

𝑥𝑖, 𝑅0(0)
... 𝑝}

5) 𝑇𝑖𝑛𝑡 = {𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) ∈ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

)|𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) = 𝑅0(𝜉) +
∑︀𝑙

𝑖=1𝑅𝑖(𝜉) ·𝑥𝑖, 𝑅𝑖(0) ∈ Z,∀𝑖 ∈ [1, 𝑙]}

6) 𝑇≥0 = {𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) ∈ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

)|𝑉 (𝑥1, .., 𝑥𝑙) = 𝑅0(𝜉) +
∑︀𝑙

𝑖=1𝑅𝑖(𝜉) · 𝑥𝑖, 𝑅𝑖(0) ≥ 0,∀𝑖 ∈ [1, 𝑙]}

Верны следующие утверждения:

Лемма 1.
∀𝑘 ∈ N,∀P = {𝑝𝑖|𝑝𝑖 ̸= 2 - простое число, 𝑖 ∈ [1, 𝑘]}, ∀ простого 𝑝 > 2, верно что:
𝑉P, 𝐷, 𝑀𝑝, 𝑇𝑝, 𝑇𝑖𝑛𝑡, 𝑇≥0 — 𝐴-предполные классы.

Лемма 2. ∀𝑉 (𝑥1, 𝑥2, .., 𝑥𝑙) ∈ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

),∃𝑅𝑖 ∈ R(Q 𝑚
2𝑛

), 𝑖 ∈ [0, 𝑛], такие что:

𝑉 (𝑥1, 𝑥2, .., 𝑥𝑙) = 𝑅0 +
∑︀𝑙

𝑖=1𝑅𝑖 · 𝑥𝑖.

Лемма 3. ∀𝑅𝑖 ∈ R(Q 𝑚
2𝑛

), 𝑖 ∈ [0, 𝑙], существует линейный автомат
𝑉 (𝑥1, 𝑥2, .., 𝑥𝑙) ∈ 𝐿(Q 𝑚

2𝑛
), такой что:

𝑉 (𝑥1, 𝑥2, .., 𝑥𝑙) = 𝑅0 +
∑︀𝑙

𝑖=1𝑅𝑖 · 𝑥𝑖.
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Теорема 1. Пусть 𝑉 1 ⊂ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

) - множество линейных автоматов арности ≤ 1, а
𝑀 ⊂ 𝐿(Q 𝑚

2𝑛
) - конечная система. Если для ∀P - непустого конечного подмножества

простых чисел, не содержащего двойку, 𝑀 ̸⊂ 𝑉P, то 𝐴(𝑀 ∪ 𝑉 1) = 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

).

Теорема 2. Пусть 𝑉 (1,1) ⊂ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

), такое что:

∀𝑛 ∈ Z, 𝑉 (1)
·(𝑛)(𝑥) = 𝑅′ · 𝑥 + 𝑅′

0 ∈ 𝑉 (1,1),

𝑅′(0) = 𝑛,𝑅′
0(0) = 0, 𝑅′, 𝑅′

0 ∈ R(Q 𝑚
2𝑛

).

Пусть 𝑀 ⊂ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

) - конечное множество. Если для ∀P - непустого конечного подмно-
жества простых чисел, не содержащего двойку, 𝑀 ̸⊂ 𝑉P, то 𝑓

(1)⨁︀ (𝑥, 𝑦) ∈ Σ(𝑀 ∪ 𝑉 (1,1)),
где

𝑓
(1)⨁︀ (𝑥, 𝑦) = 𝑅1 · 𝑥 + 𝑅2 · 𝑦 + 𝑅0,
𝑅1(0) = 𝑅2(0) = 1, 𝑅0(0) = 0.

Теорема 3. Пусть 𝑀 ⊂ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

) - конечная система, причем:

1) 𝑓
(1)⨁︀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀 , где 𝑓

(1)⨁︀ (𝑥, 𝑦) = 𝑅1 · 𝑥 + 𝑅2 · 𝑦 + 𝑅0, где:
𝑅1(0) = 𝑅2(0) = 1, 𝑅0(0) = 0.

2) ∀𝑝 > 2 - простого, 𝑀 ̸⊆ 𝑇𝑝,𝑀𝑝, 𝑇𝑖𝑛𝑡, 𝑇≥0.

Тогда 𝑉⨁︀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴(𝑀).

Теорема 4. Пусть - 𝑀 ⊂ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

) - конечная система. Если ∀𝑝 > 2 - простых, выпол-
няется:

𝑀 ̸⊆ 𝑇𝑝,𝑀𝑝, 𝑇𝑖𝑛𝑡, 𝑇≥0,

то 𝐴(𝑀 ∪ {𝑉⨁︀(𝑥, 𝑦)}) = 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

).

Теорема 5. Задача проверки непринадлежности конечной системы 𝑀 ⊂ 𝐿(Q 𝑚
2𝑛

) пред-
полным классам 𝑇𝑝,𝑀𝑝, 𝑇𝑖𝑛𝑡, 𝑇≥0, 𝑉P, ∀𝑝,∀P, где 𝑝− простые, отличные от двойки и P -
непустые конечные подмножества простых чисел, отличных от двойки, является ал-
горитмически разрешимой. Приведена оценка временной сложности алгоритма.

Теорема 6. Для 𝐴-предполных классов 𝑇𝑝,𝑀𝑝, 𝑇𝑖𝑛𝑡, 𝑇≥0, 𝐷, 𝑉P, ∀𝑝,∀P, где 𝑝 - простые,
отличные от двойки и P - непустые конечные подмножества простых чисел, отличных
от двойки верны следующие утверждения:

1) Классы 𝑇𝑝, 𝑀𝑝, 𝑇≥0, а так же 𝑉P, где |P| = 1 являются конечно-порожденными
по операциям 𝐴-замыкания.

2) Классы 𝑇𝑖𝑛𝑡, 𝐷 и 𝑉P, где |P| > 1 не являются конечно-порожденными по операциям
𝐴-замыкания.
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