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Аннотация. Мы описываем ограниченную алгебру Ли, ассоциированную с нижним 𝑝-центральным
рядом граф-произведения групп Z𝑝. В качестве приложения мы получаем изоморфизм между
универсальной обертывающей алгебры Ли, ассоциированной с нижним 2-центральным рядом
для прямоугольной группы Коксетера и гомологиями петель пространства Дэвиса–Янушкевича.

Полиэдральное произведение (𝑋,𝐴)𝒦 определено для последовательности пар тополо-
гических пространств (𝑋,𝐴) = ((𝑋1, 𝐴1), . . . , (𝑋𝑚, 𝐴𝑚)) и симплициального комплекса 𝒦
на множестве [𝑚] = {1, . . . ,𝑚}.
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В случае, когда каждое 𝐴𝑖 является точкой, полиэдральное произведение 𝑋𝒦 = (𝑋, 𝑝𝑡)𝒦

содержит 𝑚-кратный букет 𝑋1 ∨ · · · ∨𝑋𝑚 и содержится в 𝑚-кратном произведении 𝑋1 ×
· · · ×𝑋𝑚. Полиэдральные произведения возникли в торической топологии [6] и в послед-
нее время активно изучаются в теории гомотопий [5]. Важными примерами являются
пространство Дэвиса–Янушкевича (C𝑃∞)𝒦, момент-угол-комплекс 𝒵𝒦 = (𝐷2, 𝑆1)𝒦 и его
вещественный аналог ℛ𝒦 = (𝐷1, 𝑆0)𝒦. Существует также теоретико-групповой аналог по-
лиэдральных произведений называемый граф-произведением.

𝐺𝒦 =
𝑚

⋆
𝑘=1

𝐺𝑘

⧸︀
(𝑔𝑖𝑔𝑗 = 𝑔𝑗𝑔𝑖 при 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖, 𝑔𝑗 ∈ 𝐺𝑗, {𝑖, 𝑗} ∈ 𝒦),

Данный доклад фокусируется на изучении связи между фундаментальной группой ве-
щественного момент-угол комплекса ℛ𝒦 и гомологиями петель для пространства Дэвиса-
Янушкевича. Основной конструкцией в проведенной параллели является конструкция
кольца Ли ассоциированного с центральной фильтрацией на группе. Вычисления про-
веденные в конструкции удается обобщить в на граф-произведение групп вида Z𝒦

𝑝 .
Для любой группы 𝐺 можно рассмотреть различные центральные ряды, то есть по-

следовательности подгрупп 𝒢 = {𝐺𝑘}𝑘≥1 для которых верно, что: 𝐺1 = 𝐺, 𝐺𝑘+1 ⊂ 𝐺𝑘, и
(𝐺𝑘, 𝐺𝑙) ⊂ 𝐺𝑘+𝑙. Для каждого такого ряда можно рассмотреть ассоциированное кольцо
Ли, получаемое как прямая сумма последовательных факторов ряда:

⨁︀
𝐺𝑖/𝐺𝑖+1. Скобка

в таком кольце соответствует коммутатору в группе. Классическая конструкция, изучае-
мая в таком контексте, — это кольцо Ли, ассоциированное с нижним центральным рядом:
𝛾𝑘 = (𝛾𝑘−1, 𝐺), называемое также присоединенным кольцом Ли.

Автор настоящей работы выражает искреннюю благодарность своему научному руководителю и
наставнику, Панову Тарасу Евгеньевичу, за постановку научной задачи, неоценимую помощь в проведе-
нии исследования и всестороннее сопровождение на всём научном пути.
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Фундаментальная группа вещественного момент-угол комплекса ℛ𝒦 изоморфна ком-
мутанту прямоугольной группы Кокстера — группы с 𝑚 образующими 𝑣1, ..., 𝑣𝑚, соот-
ношениями коммутирования 𝑣𝑖𝑣𝑗 = 𝑣𝑗𝑣𝑖 для вершин, соединенных в графе, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒦, и
соотношениями вида 𝑣2𝑖 = 𝑖𝑑 для всех 𝑖 ∈ [𝑚]. Присоединенное кольцо Ли прямоугольной
группы Кокстера является алгеброй Ли над 𝑍2. Проблема описания получаемой алгеб-
ры была частично изучена в работах [1, 2, 3, 4 ]. Было показано, что задача описания
аддитивного базиса и отношений, даже в оценках ниже 4, является сложной. В этой рабо-
те мы представляем подход к изучению 2-ограниченных ассоциированных алгебр Ли как
более естественных объектов над полем характеристики 2. Для этого объекта известен
изоморфизм с групповым кольцом [7], который значительно помогает в явном описании
копредставления. В итоге удается доказать изоморфизм 2-ограниченной присоединенной
алгебры Ли групп Кокстера с так называемой 2-граф алгеброй Ли:

𝐿
[2]
𝒦 = 𝐹𝐿

[2]
𝑍2

(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) /
(︀
𝑢
[2]
𝑖 = 0, [𝑢𝑖, 𝑢𝑗] = 0 для {𝑖, 𝑗} ∈ 𝒦

)︀
Заметим, что группу Кокстера можно рассматривать как граф-произведение Z𝒦

2 . Полу-
ченный результат удаётся обобщить, на случай граф-произведения групп Z𝒦

𝑝 . Введем для
формулировки более общего утверждения дополнительные обозначения. Назовем триви-
альной p-алгеброй Ли фактор свободной p-алгебры Ли по единственному соотношению
обращения в нуль p-степени на порождяющих Z𝑝⟨𝑢⟩ = 𝐹𝐿𝑝(𝑢)/(𝑢[𝑝] = 0). Тогда 𝑝-граф
алгебру Ли можно ввести как граф-произведение тривиальных 𝑝-алгебр Ли:
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[𝑝]
𝒦 = 𝐹𝐿𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)
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Тогда в общем случае, полученный результат эквивалентен, тому, что функтор из ка-
тегории групп в категорию p-ограниченных алгебр Ли 𝑔𝑟∙𝛾

[𝑝] : GRP → LIE𝑝 сохраняет
граф-произведения элементарных абелевых 𝑝-групп.

В качестве следствия изоморфизма, для флаговых комплексов 𝒦 мы получаем связь
между фундаментальной группой полиэдральной степени вещественного бесконечномер-
ного проективного пространства и алгеброй Понтрягина полиэдральной степени комплекс-
ного бесконечномерного проективного пространства:

𝑈
(︁
𝑔𝑟[2]𝜋1

(︁
(R𝑃∞)𝒦

)︁)︁
= 𝐻*

(︁
Ω (C𝑃∞)𝒦 ;Z2

)︁
.
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