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Софокусное семейство квадрик задаётся уравнением

𝑥2

𝑎 + 𝜆
+

𝑦2

𝑏 + 𝜆
= 1, (1)

где 𝑎 > 𝑏 > 0 — параметры софокусного семейства, 𝜆 — параметр квадрики. Рассмот-
рим часть плоскости, ограниченную дугами софокусных квадрик из данного семейства.
Пусть на материальную точку в этой биллиардной области действует полиномиальный
потенциал четвёртой степени, рассмотренный в [1]. Он имеет вид

𝑊 (𝑥, 𝑦) = −𝑐0(𝑥
2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏) − 𝑐1((𝑥

2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏)2 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑏). (2)

Такой потенциал допускает два независимых первых интеграла

𝐻(𝑥, 𝑦) =
𝑝2𝑥 + 𝑝2𝑦

2
+ 𝑊 (𝑥, 𝑦) (3)
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𝑏𝑝2𝑥 + 𝑎𝑝2𝑦

2
−

𝑦𝑝2𝑥 − 𝑥𝑝2𝑦
2

+ (−𝑐1(𝑥
2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏) − 𝑐0)(𝑎𝑦

2 + 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑏) (4)

Поэтому биллиард можно рассматривать как интегрируемую гамильтонову систему, к
которой применим топологический подход к изучению её слоения Лиувилля на невырож-
денной изоэнергетической поверхности. А именно, вычисление грубой молекулы Фоменко,
а также меченой молекулы–инварианта Фоменко–Цишанга (см [2]).
Рассмотрим четырёхугольную область на плоскости, ограниченную двумя выпуклыми
дугами эллипса и двумя дугами некоторой гиперболы из софокусного семейства (1) с
параметрами 𝜆 = 0 и 𝜆 = Λ соответственно. Рассмотрим биллиардную систему с указан-
ным выше потенциалом и исследуем топологию возникающего слоения Лиувилля с по-
мощью вычисления инвариантов Фоменко–Цишанга и построения бифуркационных диа-
грамм отображения момента.
Утверждение. Рассмотрим ограниченный эллиптико-гиперболичеcкий биллиард без фо-
кусов с потенциалом вида (2). Тогда для любых значений параметров 𝑐0 и 𝑐1 бифуркаци-
онная диаграмма может состоять лишь из дуг следующих кривых:
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• −𝑐1𝑎
3 + 𝑐0𝑎

2 − ℎ𝑎 + 𝑓 = 0

• −𝑐1𝑏
3 + 𝑐0𝑏

2 − ℎ𝑏 + 𝑓 = 0

• 𝑐1Λ
3 + 𝑐0Λ

2 + ℎΛ + 𝑓 = 0

• 𝑓 = 0

• 𝑓 +
2𝑐30±2(𝑐20−3𝑐1ℎ)

3
2−9ℎ𝑐1𝑐0

27𝑐21
= 0
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Рис. : Пример бифуркационной диаграммы
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