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В настоящее время активно изучаются интегрируемые гамильтоновы системы (ИГС) с
двумя степенями свободы. Таковыми системами, в частности, являются плоские биллиар-
ды, ограниченные дугами софокусных квадрик (см. [1], [2]), интегрируемые геодезические
биллиарды на квадриках в R3 (см. [3]), а также обобщения этих систем путем добавления
к ним интегрируемых потенциалов (см. [4], [5]). Настоящая работа посвящена изучению
топологии слоения Лиувилля геодезических биллиардов на параболоидах в поле силы тя-
жести.

Определение 1. Семейством софокусных параболоидов называется множество квад-
рик, заданных уравнением

𝑧 − 𝜆 =
𝑥2

4(𝑎− 𝜆)
+

𝑦2

4(𝑏− 𝜆)
, где 𝑎 > 𝑏.

Определение 2. Биллиардным столом на параболоиде назовем компактное множе-
ство с непустой внутренностью, ограниченное конечным числом софокусных параболо-
идов, у которого все углы излома на границе равны 𝜋/2.

Мы изучаем следующую динамическую систему: материальная точка движется по бил-
лиардному столу в поле силы тяжести с потенциалом 𝑉 = 𝑚𝑔𝑧, отражаясь от границы
абсолютно упруго. Такая динамическая система оказалась интегрируемой. Помимо пол-
ной механической энергии она обладает дополнительным первым интегралом, который
был найден с помощью метода В.В. Козлова.

Теорема 1. В параболических координатах долонительный первый интеграл билли-
арда на параболоиде в поле силы тяжести имеет следующий общий вид:

𝐹 =
1

2

(︁𝜆2𝜆3(𝑎− 𝜆1)(𝑏− 𝜆1)

(𝜆1 − 𝜆2)(𝜆1 − 𝜆3)
𝜆1

2
+

𝜆1𝜆3(𝑎− 𝜆2)(𝑏− 𝜆2)

(𝜆2 − 𝜆1)(𝜆2 − 𝜆3)
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2
+

+
𝜆1𝜆2(𝑎− 𝜆3)(𝑏− 𝜆3)

(𝜆3 − 𝜆1)(𝜆3 − 𝜆2)
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2
)︁
+ 𝑔𝜆1𝜆2𝜆3.

Замечание 1. Отметим, что в формуле выше фигурируют три переменные, в то
время как размерность любого параболида из определения 1 равна двум. Однако на лю-
бом таком параболоиде всегда зафиксирована одна из параболических координат: 𝜆𝑖 = 𝜆̂.
Следовательно, 𝜆̇𝑖 = 0 и формула выше, действительно, корректно определена.

Для биллиардного стола на эллиптическом параболоиде, ограниченного другим со-
фокусным эллиптическим параболоидом, были описаны области возможного движения,
построены бифуркационные диаграммы, вычислены инварианты Фоменко-Цишанга. Как
оказалось, эта система ведет себя по-разному в зависимости от знака 𝑔.
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