
Конференция «Ломоносов-2024»

Секция «Геометрия и топология»

О размерности поддуг в самоподобных дендритах с бесконечной
самоподобной границей

Научный руководитель – Тетенов Андрей Викторович

Кадирова Махлиё Бобохон кизи
Аспирант

Новосибирский национальный исследовательский государственный университет,
Новосибирск, Россия

E-mail: m.kadirova@g.nsu.ru

Пусть 𝒮 = {𝑆1, . . . , 𝑆𝑚} — система сжимающих подобий в R2, а 𝐾 = 𝑆1(𝐾)∪ ...∪𝑆𝑚(𝐾)
– её аттрактор. Если 𝐾 связен и не содержит замкнутых жордановых кривых, то 𝐾 –
самоподобный дендрит.

Множество 𝜕𝐾 тех 𝑥 ∈ 𝐾, для которых существуют индексы 𝑖1, . . . 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2 такие,
что 𝑆𝑖1...𝑖𝑛(𝑥) ∈ 𝐾𝑗1 ∩𝐾𝑗2 , называется самоподобной границей 𝐾 [3]. Если 𝜕𝐾 конечна, то
минимальное поддерево 𝛾 ⊂ 𝐾, содержащее 𝜕𝐾 (главное дерево) является аттрактором
конечной граф-ориентированной системы подобий из полугруппы 𝐺(𝒮).

В работе [1] строилось семейство самоподобных дендритов с бесконечной самоподоб-
ной границей, заданных системой 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆0} подобий, переводящих треугольник
∆ в треугольники ∆0, ∆1,∆2,∆3 (см. рисунок) а вершины треугольника ∆0 имели непе-
реодические адреса. Никакая система поддуг в таких 𝐾 не является аттрактором конеч-
ной граф-ориентированной системы. Мы показываем, что поддуги 𝛾𝑂𝐴1 , 𝛾𝑂𝐴2 , 𝛾𝑂𝐴3 в таких
дендритах задаются бесконечной системой сжимающих подобий, свойства которой описы-
ваются следующей теоремой:

Теорема 1. Пусть ∆ — равносторонний треугольник в R2 c основанием [0, 1] и пусть
{𝜎𝑖, 𝑖 ∈ N} – такая система сжимающих подобий, что
𝜎𝑖(∆) ⊂ ∆;

⋃︀
𝜎𝑖([0, 1]) есть жорданова дуга 𝛾 в ∆ с концами в 0 и 1; для любых 𝑖 ̸= 𝑗,

𝜎𝑖(∆) ∩ 𝜎𝑗(∆) = ∅; одномерная мера 𝐿1(𝛾 ∖
⋃︀
𝜎𝑖([0, 1])) = 0.

Тогда: 1) существует единственная жорданова дуга 𝛾 ⊂ ∆, такая что 𝛾 =
⋃︀

𝑆𝑖(𝛾);

2) Хаусдорфова размерность 𝑠 дуги 𝛾 задается уравнением
∞∑︀
𝑖=1

𝑞𝑠𝑖 = 1, где 𝑞𝑖 = 𝐿𝑖𝑝(𝜎𝑖);

3) мера 𝐻𝑠(𝛾) конечна и положительна.

Из этой теоремы следует положительность и конечность 𝑠-мерной меры каждой из
поддуг в 𝐾 [2].
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Рис. : Система сжимающих подобий 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆0}
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