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Рассматривается марковский процесс со случайными скачками и детерминированной
реверсией к нулю, задаваемый на положительной полуоси следующим стохастическим
дифференциальным уравнением:

𝑑𝑋𝑡 = −𝛽𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜆𝑑Γ𝑡, (1)

где 𝛽 ≥ 0 - константа, характеризующая скорость возврата к нулю, Γ𝑠 - чисто разрывный
случайный процесс, 𝜆 ≥ 0 - константа, характеризующая интенсивность скачков. Такой
процесс с экспоненциальным законом распределения для скачков используется в биологии
при моделировании экспрессии генов. Плотность вероятности 𝑃 (𝑡, 𝑥) заданного СДУ (1)
марковского процесса описывается уравнением Колмогорова-Фёллера [2]:
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здесь 𝑝(𝑧), 𝑧 ≥ 0 - вероятностная плотность на положительной полуоси, описывающая
распределение независимых случайных величин, задающих амплитуду скачков,∫︀ +∞
0

𝑝(𝑧)𝑑𝑧 = 1.
Обозначим за 𝒢(𝑡, 𝑥, 𝑦) функцию Грина задачи Коши, т.е. решение уравнения (2) с

начальной плотностью 𝑃 |𝑡=0 = 𝛿(𝑥− 𝑦). Если известна 𝒢(𝑡, 𝑥, 𝑦), то решение задачи Коши
для уравнения (2) с любыми интегрируемыми начальными данными 𝑃 |𝑡=0 = 𝜑(𝑥),∫︀ +∞
0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 1 находится следующим образом:

𝑃 (𝑡, 𝑥) =

∫︁ +∞
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𝒢(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦.

Выражение для функции Грина в случае экспоненциального ядра скачкообразного
процесса можно найти в [1]. В настоящей работе изучается решение уравнения (2) для
некоторых других функций 𝑝(𝑧). В частности, для линейной комбинации двух экспонент
получена формула функции Грина:

Теорема 1. Пусть 𝑝(𝑧) = 𝑎𝑘1𝑒
−𝑘1𝑧 +(1−𝑎)𝑘2𝑒

−𝑘2𝑧. Тогда решение 𝒢(𝑡, 𝑥, 𝑦) уравнения (2)
с начальными данными 𝑃 |𝑡=0 = 𝛿(𝑥− 𝑦) имеет вид:
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где 𝑥′ = 𝑥− 𝑦e−𝛽𝑡, [·] - обратное преобразование Лапласа, причём
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𝑀 - обозначение для функций Уиттекера.

Источники и литература

1) О.С. Розанова. О решении уравнения Колмогорова–Феллера, возникающего в модели
биологической эволюции // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем., мех., 2023, № 6,
23–27

2) N. Friedman, L. Cai, & X.S. Xie. Linking stochastic dynamics to population distribution:
an analytical framework of gene expression // Physical review letters, 97 16, 168302

2


