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В работе изучается модель блуждания с дискретным временем на целочисленной полу-
прямой Z+∪{0} с накоплением частиц в точке 𝑥 = 0, предложенная проф. В. А. Малыше-
вым. Подобные рода модели, рассмотренные на полупрямой, могут описывать различные
естественные процессы, в частности рост тромба, см. например [1]. Мы предполагаем, что
в начальный момент времени 𝑡 = 0 в каждой точке Z+ ∪ {0} независимо от других точек
с вероятность 0 < 𝑝 < 1 присутствует 1 частица и с вероятностью 𝑞 = 1 − 𝑝 отсутствует.
Частицы перемещаются независимо друг от друга. Перемещение частиц в каждый момент
времени описывается матрицей переходных вероятностей 𝐴 = {𝑎(𝑥, 𝑦)}, элементы кото-
рой удовлетворяют следующим условиям: 𝑎(0, 0) = 1; для всех 𝑦 ̸= 0 𝑎(0, 𝑦) = 0; для всех
𝑥 ̸= 0 𝑎(𝑥, 𝑥 − 1) = 𝑝−, 𝑎(𝑥, 𝑥 + 1) = 𝑝+ = 1 − 𝑝−; для всех 𝑥 ̸= 0, для всех 𝑦, таких что
𝑦 ̸= 𝑥− 1 ∧ 𝑦 ̸= 𝑥+ 1, 𝑎(𝑥, 𝑦) = 0.

Целью работы является изучение времени достижения точки 𝑥 = 0 частицей, которая
в начальный момент времени 𝑡 = 0 была в точке 𝑥 = 𝑛, и поведения накопления частиц
𝑁(𝑡) в точке 𝑥 = 0. Перечислим основные результаты:
1. Установлено, что математическое ожидание 𝜏(𝑛) времени достижения точки 0 частицей,
которая в начальный момент времени 𝑡 = 0 была в точке 𝑥 = 𝑛, в случае 𝑝− > 𝑝+ равняется

𝜏(𝑛) =
𝑛

𝑝− − 𝑝+
;

2. Вычислено математическое ожидание𝑚1(𝑡) числа частиц𝑁(𝑡) в точке 𝑥 = 0, и в каждый
момент времени 𝑡 оно равняется

𝑚1(𝑡) = 𝑝

⎛⎝1 + 𝑝−𝑡− 𝑝−𝑝+

[(𝑡−1)/2]∑︁
𝑘=0

(2𝑘)!

(𝑘 + 1)!𝑘!
𝑝𝑘−𝑝

𝑘
+(𝑡− 2𝑘 − 1)

⎞⎠ ;

3. В случае 𝑝− > 𝑝+ получена следующая оценка для старших моментов𝑚𝑛(𝑡) численности
частиц 𝑁(𝑡) в точке 0:

𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛
1 (𝑡) +𝑂(𝑚𝑛−1

1 (𝑡)), 𝑡 → ∞;

4. На основе предыдущей оценки доказана предельная теорема для численностей частиц
𝑁(𝑡) в точке 𝑥 = 0 в случае 𝑝− > 𝑝+:

𝑁(𝑡)

𝑚1(𝑡)

𝑃→ 1, 𝑡 → ∞.

При доказательстве вышеперечисленных утверждений используются различные мето-
ды. Математическое ожидание 𝜏(𝑛) и математическое ожидание 𝑚1(𝑡) найдены при по-
мощи метода производящих функций. Оценка для старших моментов 𝑚𝑛(𝑡) получена при
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помощи непосредственной оценки моментов сверху многочленом степени 𝑛 по 𝑚1(𝑡), ко-
эффициентами которого являются соответствующие числа Стирлинга второго рода. Пре-
дельная теорема доказана при помощи проверки сходимости моментов и проверки выпол-
нения условий Карлемана, для получения сходимости по распределению. Данный метод
можно увидеть, например, в [2]. Далее проверено, что моменты задают константу 1, а
сходимость по распределению к константе влечёт сходимость по вероятности к ней.
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