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Доклад посвящен формализации системы L3 для исчисления высказываний из книги
Э. Мендельсона “Основы логики” [1, с. 36]. Нелогическими символами теории являют-
ся пропозициональные буквы 𝐴𝑖, логические символы: отрицание (¬) и импликация (⊃).
Технические символы — “(“ и “)”.

Аксиомы:

1) (𝐴 ⊃ (𝐵 ⊃ 𝐴))

2) ((𝐴 ⊃ (𝐵 ⊃ 𝐶)) ⊃ ((𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐶)))

3) ((¬𝐵 ⊃ ¬𝐴) ⊃ ((¬𝐵 ⊃ 𝐴) ⊃ 𝐵))

Формализация выполнена с помощью системы coq, которая позволяет записывать фор-
мальные теории и доказательства теорем с проверкой их корректности.

Результат работы:

1) Семантическая непротиворечивость: ∀̇𝐴(⊢ 𝐴 ⊃̇ � 𝐴). Доказана.

2) Семантическая полнота: ∀̇𝐴(� 𝐴 ⊃̇ ⊢ 𝐴). Доказана.

3) Синтаксическая непротиворечивость: ¬∃̇𝐵(⊢ 𝐵 ∧̇ ⊢ ¬𝐵). Доказана.

4) Синтаксическая полнота: ∀̇𝐴(¬ ⊢𝐿 𝐴 ⊃̇ ∃̇𝐵, (⊢𝐿+𝐴 𝐵 ∧̇ ⊢𝐿+𝐴 ¬𝐵)). Пока не доказана.

Далее идет описание файлов проекта.

1. Formula.v
Введен тип atom для пропозициональных переменных. Определено понятие “формула”,

нотации для записи основных логических функций: отрицания и импликации. Определены
производные логические функции: конъюнкция, дизъюнкция, эквиваленция. Отношения
между формулой и множеством формул: принадлежность формулы множеству формул,
пустое множество формул, объединение двух множеств формул, одно множество формул
является подмножеством другого.

2. Syntactic.v
Определения и теоремы для синтаксической теории. Определены 3 аксиомы, опреде-

лено понятие выводимости формулы из множества формул (Γ ⊢ 𝐴). Доказаны теоремы:
⊢ 𝐴 ⊃ 𝐴, ослабление контекста: Γ ⊆ ∆ →̇ (Γ ⊢ 𝐴 →̇ ∆ ⊢ 𝐴).

1) Понятие расширения контекста формулой: extend: если дано множество формул Γ,
и множество из одной формулы {𝐴}, то 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑑 Γ 𝐴 = Γ ∪ {𝐴}.
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2) Теорема об утверждении консеквента: ∀Γ ∀𝐴 ∀𝐵 (Γ ⊢ 𝐵 →̇ Γ ⊢ 𝐴 ⊃ 𝐵).

3) Теорема дедукции: ∀Γ ∀𝐴 ∀𝐵(extend Γ 𝐴 ⊢ 𝐵 →̇ Γ ⊢ 𝐴 ⊃ 𝐵).

4) Теорема о транзитивности: ∀Γ ∀𝐴 ∀𝐵(Γ ⊢ 𝐴 ⊃ 𝐵 →̇ (Γ ⊢ 𝐵 ⊃ 𝐶 →̇ Γ ⊢ 𝐴 ⊃ 𝐶)).

5) Теорема T_1_10_7: ∀Γ ∀𝐴 ∀𝐵 ((Γ ⊢ 𝐴 ⊃ 𝐵) →̇ ((Γ ⊢ ¬𝐴 ⊃ 𝐵) →̇ Γ ⊢ 𝐵)) — она
потребуется при доказательстве семантической полноты методом Кальмара.

3. Semantic.v
Файл содержит формализацию семантической теории. Определение функции для вы-

числения значения формулы при данных значениях пропозициональных переменных:

Fixpoint eval {atom : Set} (value : atom -> bool) (f : formula) : bool :=
match f with
| f_atom a => value a
| f_not f’ => negb (eval value f’)
| f_imp f1 f2 => implb (eval value f1) (eval value f2)

end.

Доказаны теоремы о свойствах вычислителя для формул и теоремы об условиях ис-
тинности формул. Определены понятия общезначимой формулы и противоречия, понятия
логического следования и логической эквивалентности формул.

4. Meta.v
В этом файле доказываются все заявленные метатеоремы. Доказывается, что каждая

аксиома является тавтологией, и Modus Ponens из двух тавтологий дает тавтологию. Дано
определения понятия “теорема”. Доказана теорема о семантической непротиворечивости.

Введена функция “Переписыватель” для формул:

𝑟𝑒𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟(𝐴, 𝑉 ) =

{︃
𝐴, если eval A V = true
¬𝐴, если eval A V = false

2 теоремы о свойствах переписывателя:

1) (Γ ⊢ 𝑟𝑒𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑣 ¬𝑓) → (Γ ⊢ 𝑟𝑒𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑣 𝑓),

2) Γ ⊢ 𝑟𝑒𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑣 𝑓) → (Γ ⊢ 𝑟𝑒𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟 𝑣 ¬𝑓).

Определен класс типов EqDec с разрешимым равенством.
Опредено понятие списка уникальных элементов, доказаны теоремы о свойствах та-

ких списков. Определена функция для извлечения пропозициональных переменных из
формулы, и создания уникального списка пропозициональных переменных для формулы.

Для доказательства теоремы Кальмара требовалось составить сигма тип из списка
пропозициональных переменных для формулы, и четырех свойств (теорем), которым удо-
влетворяет данный список:

1) Все элементы списка являются буквами из формулы и все буквы из формулы при-
надлежат списку.

2) Список пропозициональных переменных не пуст.
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3) Cписок пропозициональных переменных уникален.

4) Теорема об истинности переписывателей: для всякого распределения значений про-
позициональных переменных переписыватель от всякой формулы доказуем в кон-
тексте переписывателей, применных к формулам, образованным из списка её букв.

Вспомогательная теорема для доказательства семантической полноты: если для вся-
кого распределения значений пропозициональных переменных формула доказуема в кон-
тексте переписывателей, примененных к формулам, образованным из списка её букв, то
формула доказуема в пустом контексте.

Последней доказана теорема о семантической полноте методом Кальмара.
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