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Рассмотрена задача с тонким препятствием Для оператора Лапласа в квадратной об-
ласти. Такая задача возникает, например, в финансовой математике [2] или при моделиро-
вании мембраны, натягиваемой на тонкий объект. В работе получено численное решение и
верифицированы апостериорные оценки отклонения приближенного решения от точного.
Пусть Ω ∈ R𝑛 — открытое, связное, ограниченное множество, с липшицевой границей 𝜕Ω.
M —гладкое (𝑛− 1)-мерное многообразие, которое делит Ω на две липшицевы подобласти
Ω+, Ω−. Функция 𝜓 : M → R — препятствие, 𝜙 : 𝜕Ω → R такая что 𝜙 ≥ 𝜓 на M ∩ 𝜕Ω –
условия на границе. Функция 𝜓 гладкая, 𝜙 ∈ 𝐻1/2(𝜕Ω). Задачей с тонким препятствием
для оператора Лапласа называется задача минимизации функционала

𝐽(𝑣) =
1
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на множестве 𝐾 = {𝑣 ∈ 𝐻1(Ω) : 𝑣 ≥ 𝜓 на M, 𝑣 = 𝜙 на 𝜕Ω}. Известно, что для такой задачи
существует единственное решение [4] Мы будем рассматривать Ω = [0, 𝑎] × [0, 𝑎], 𝜓 ≡ 0,
M = {(𝑥1, 𝑥2) : 𝑥1 = 𝑥2}. Задача решается численно на регулярной сетке методом аффин-
ной аппроксимации и координатной релаксации. Вокруг каждой внутренней точки сетки
— 𝑣𝑖𝑗, выбираются 6 прилежащих треугольников (см. рис.), в них строится аффинное при-
ближение функции 𝑣 и вычисляется 𝐽(𝑣). Эта же операция производится для 𝑣𝑖𝑗±ℎ. Новое
значение в узле 𝑖𝑗 будет одно из набора {𝑣𝑖𝑗, 𝑣𝑖𝑗 +ℎ, 𝑣𝑖𝑗−ℎ}, доставившее наименьшее зна-
чение функционалу 𝐽(𝑣). В работе [1] были доказаны две оценки, которые выполняются
∀𝑣 ∈ 𝐾:

‖∇(𝑢− 𝑣)‖Ω ≤ ‖∇𝑣 − 𝑞*‖Ω +
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𝐶𝐹−‖ div 𝑞*‖Ω− + 𝐶𝑇𝑟M‖𝜆− [𝑞* · 𝑛]‖M, (1)
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где 𝐶𝐹± — константы Фридрихса для Ω±, 𝐶𝑇𝑟M — следовая константа, 𝑞* ∈ 𝐻(Ω±, div),
𝜆 ∈ Λ , 𝛽1, 𝛽2 ≥ 0.
𝐻(Ω±, div) = {𝑞* ∈ 𝐿2(Ω,R𝑛) : div 𝑞* ∈ 𝐿2(Ω±), [𝑞* · n] ∈ 𝐿2(M)},
Λ = {𝜆 ∈ 𝐿2(M), 𝜆(𝑥) ≥ 0 п.в. на M}.
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Оценка (2) допускает оптимизацию по 𝑞*. Алгоритм оптимизации схож с алгоритмом по-
иска решения, но теперь ищется минимум правой части (2). В таблице предоставлены
расстояния от точного до численных решений, которые строились на адаптивной сетке, и
значения мажоранты (1). ЗаM(∇𝑤) обозначена правая часть (1) при 𝑞* = ∇𝑤, 𝜆 = [∇𝑤·n],
𝐺(∇𝑤)— оператор регуляризации.
n points ‖∇(𝑢− 𝑣)‖Ω M(∇𝑢) M(∇𝑣) M(𝐺(∇𝑣))

49 0.023286 0.179052 0.869867 0.512364
97 0.025963 0.136945 1.130810 0.695407
193 0.027816 0.106575 1.607528 1.035288
385 0.028852 0.084644 2.294173 1.544271
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Рис. : Оптимизируемая точка и 6 прилежащих треугольников
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