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Мы изучаем структурную устойчивость особенностей коранга 1 типичных интегри-
руемых систем на 4- и 6-мерных симплектических многообразиях. Ранее была получена
классификация (с точностью до послойного диффеоморфизма) таких особенностей и до-
казано, что вблизи орбиты коранга 1 слоение Лиувилля интегрируемой системы диффео-
морфно стандартной модели [2, 3, 5, 6]. Эти особенности в 4-мерном случае представляют
собой параболические орбиты с резонансами [2], а в 6-мерном случае — бифуркации таких
орбит. Мы доказываем структурную устойчивость этих особенностей, строим локальные
бифуркационные диаграммы, фазовые портреты и их бифуркации [8].

Определение 1. Интегрируемая гамильтонова система на 2𝑛-мерном симплектиче-
ском многообразии (𝑀,𝜔) задается гладким отображением ℱ = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) : 𝑀 −→ R𝑛,
где {𝑓𝑖, 𝑓𝑗} = 0. Возникает лагранжево слоение с особенностями на (𝑀,𝜔), называемое
слоением Лиувилля, слоями которого являются связные компоненты множеств ℱ−1(𝑐),
𝑐 ∈ R𝑛. Регулярные компактные слои представляют собой торы Лиувилля. Предположим,
что 𝑀 компактно и система вещественно-аналитическая. Тогда возникает гамильтоново
R𝑛-действие на 𝑀 , порожденное отображением ℱ .

Пусть 𝒮(𝑀) — класс интегрируемых систем (называемых полуторическими) на 𝑀 ,
для которых функции 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 порождают локально-свободное гамильтоново действие
(𝑛− 1)-тора на 𝑀 . Такое действие существует вблизи орбит коранга 1, согласно [3].

Определение 2. Определим стандартную модель полулокальной особенности (т.е.
компактной R𝑛–орбиты) коранга 1 как систему, заданную на симплектическом многооб-
разии

𝑀𝑠𝑡 = (𝐷2 ×𝐷𝑛−1 × 𝑇 𝑛−1)/𝐺, 𝜔𝑠𝑡 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑑𝐼𝑖 ∧ 𝑑𝜙𝑖,

инволютивным набором функций ℱ𝑠𝑡 = (𝐻, 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛−1), где 𝐻 = 𝐻𝑠,𝑘,𝛼(z, 𝐼) — функция
Гамильтона, 𝑘 = 0, 1, 2, z = (𝑥, 𝑦), 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, действие группы 𝐺 = Z𝑠 на прямом про-
изведении 𝐷2 × 𝐷𝑛−1 × 𝑇 𝑛−1 имеет вид (𝑥, 𝑦, 𝐼, 𝜙) ↦→ (𝑥 cos(2𝜋ℓ

𝑠
) − 𝑦 sin(2𝜋ℓ

𝑠
), 𝑥 sin(2𝜋ℓ

𝑠
) +

𝑦 cos(2𝜋ℓ
𝑠

), 𝐼, 𝜙1 + 2𝜋
𝑠
, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑛−1), где 0 < ℓ < 𝑠, (ℓ, 𝑠) = 1.

Таким образом, стандартной моделью является полуторическая интегрируемая си-
стема (𝑀𝑠𝑡, 𝜔𝑠𝑡,ℱ𝑠𝑡) с гамильтонианом 𝐻 и компактной (𝑛 − 1)-мерной орбитой 𝒪 вида
𝑥 = 𝑦 = 𝐼1 = · · · = 𝐼𝑛−1 = 0, имеющей мультипликаторы 𝑒±

2𝜋ℓ𝑖
𝑠 = 𝜉±ℓ (с 𝜉 = 𝑒2𝜋𝑖/𝑠),

скручивающий резонанс ℓ/𝑠 mod 1 (см. [5]) и порядок резонанса 𝑠 = |𝐺| (см. [2]).
Стандартная функция Гамильтона 𝐻 = 𝐻𝑠,𝑘,𝛼 определяется следующим образом: как

функция Морса 𝐻𝑠,0(𝑥, 𝑦) = |𝑧|2 = 𝑥2 + 𝑦2 (при 𝑘 = 0 и 𝑠 ≥ 3) или 𝐻±
𝑠,0(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 ± 𝑦2 (при

𝑘 = 0 и 𝑠 = 1, 2), и как два семейства функций 𝐻𝑠,𝑘,𝛼(z, 𝜀) при 𝑘 = 1, 2 и 𝑠 ≥ 1:
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𝐻𝑠,1,𝛼(z, 𝜀) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜂𝑥2 + 𝑦𝑠+2 +𝜀𝑦𝑠, 𝑠 = 1, 2,
Re(𝑧3) +𝜀|𝑧|2, 𝑠 = 3,
Re(𝑧4) + 𝛼|𝑧|4 +𝜀|𝑧|2, 𝑠 = 4, 𝛼2 ̸= 1,
Re(𝑧𝑠) + |𝑧|4 +𝜀|𝑧|2, 𝑠 ≥ 5,

𝐻𝑠,2,𝛼(z, 𝜀) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜂𝑥2 + 𝑦2𝑠+2 +𝜀2𝑦

2𝑠 + 𝜀1𝑦
𝑠, 𝑠 = 1, 2,

Re(𝑧4) + 𝜂|𝑧|4 + |𝑧|6 +𝜀2|𝑧|4 + 𝜀1|𝑧|2, 𝑠 = 4,
Re(𝑧5) + |𝑧|6 +𝜀2|𝑧|4 + 𝜀1|𝑧|2, 𝑠 = 5,
Re(𝑧6) + 𝛼|𝑧|6 + |𝑧|8 +𝜀2|𝑧|4 + 𝜀1|𝑧|2, 𝑠 = 6, 𝛼2 ̸= 1,
Re(𝑧𝑠) + |𝑧|6 + 𝛼|𝑧|8 +𝜀2|𝑧|4 + 𝜀1|𝑧|2, 𝑠 ≥ 7.

Здесь 𝜀 = (𝜀𝑖) ∈ R𝑘 — малый параметр, 𝛼 ∈ R — параметр (т.н. модуль), 𝜂 = ±1, 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦.
Определение 3. Полулокальная особенность (компактная R𝑛–орбита) вещественно-

аналитической интегрируемой системы (𝑀,𝜔,ℱ) называется структурно устойчивой, ес-
ли существует окрестность 𝑈C в 𝑀C такая, что для любой вещественно-аналитической си-
стемы (𝑈C, ̃︀𝜔C, ̃︀ℱC), достаточно близкой к данной системе в 𝑈C относительно 𝐶∞-топологии,
верно соотношение ̃︀ℱ = 𝜑∘ℱ∘Φ, где Φ : 𝑈 → 𝑀 и 𝜑 : R𝑛 → R𝑛 — вложение и гомеоморфизм
соответственно, близкие к тождественным. Если Φ является аналитическим диффеомор-
физмом на свой образ, особенность называется гладко структурно устойчивой.

Теорема 1 ([6, 8]). Пусть 𝑛 = 1
2

dim𝑀 ∈ {2, 3} и 𝒮𝑠𝑡 ⊆ 𝒮 = 𝒮(𝑀) означает класс
систем, у которых все полулокальные особенности послойно диффеоморфны стандарт-
ным. Тогда 𝒮𝑠𝑡 открыт и плотен в 𝒮 относительно 𝐶∞-топологии. Любая особенность,
послойно диффеоморфная стандартной модели, в которой модуль присутствует (соот-
ветственно отсутствует), структурно устойчива (соответственно гладко структур-
но устойчива) относительно малых интегрируемых возмущений системы.

Первая часть теоремы 1 не следует из классификации в [1]. Мы строим локальные
бифуркационные диаграммы и фазовые портреты всех этих особенностей и, как следствие,
получаем вторую часть теоремы 1. Фазовые портреты при 𝑠 ≥ 5 были построены в [4]
для систем без предположения об интегрируемости. Для особенностей коранга 2 получена
классификация, и для резонансов порядка ̸= 4 доказана структурная устойчивость [7].

Автор благодарен Е.А. Кудрявцевой за постановку задачи и ценные обсуждения. Рабо-
та выполнена при поддержке гранта РНФ 24-71-10100 в МГУ им. М.В.Ломоносова. Автор
является стипендиатом Фонда развития теоретической физики и математики «БАЗИС».
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