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Возьмем K[[𝑥]] - кольцо формальных степенных рядов над полем K характеристики 0
и рассмотрим на нем стандартное дискретное нормирование 𝑣 на K[[𝑥]].

Определим пространство

ℳ1 := K[[𝑥]][[𝜕]] = {
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝜕
𝑘 |𝑎𝑘 ∈ ̂︀ℛ}

и введем на ℳ1 функцию порядка:

ord

(︃
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝜕
𝑘

)︃
= sup{𝑘 − 𝑣(𝑎𝑘) | 𝑘 = 0, 1, 2, ...}.

Определим новое кольцо ("псевдодифференциальных"операторов), впервые изучавшееся
в [3]: ̂︀𝐷𝑠𝑦𝑚

1 = {𝑃 ∈ ℳ1 | ord(𝑃 )𝑙𝑡;∞}.

В статье А.Б. Жеглова [1] были исследованы основные свойства и доказаны основные
теоремы теории Шура для кольца ̂︀𝐷𝑠𝑦𝑚

1 . В частности была доказана теорема:

Теорема 1. Пусть 𝑄 ∈ �̂�𝑠𝑦𝑚
1 регулярный оператор порядка ord(𝑄) = 𝑞𝑔𝑡; 0. Тогда

существует обратимый оператор 𝑆 ∈ �̂�𝑠𝑦𝑚
1 порядка ord(𝑆) = 0, такой что Q = 𝑆−1𝜕𝑞𝑆.

Оператор 𝑆 из теоремы будем называть оператором Шура.

Определение 1. Пусть дана пара монических коммутирующих дифференциальных опе-
раторов 𝑃,𝑄 ∈ K[[𝑥]][𝜕], ord(𝑃 ) = 𝑝, ord(𝑄) = 𝑞.

К ним можно применить теорему Шура:

𝜕𝑞 = 𝑆𝑄𝑆−1, 𝑃 ′ = 𝑆𝑃𝑆−1.

Оператор 𝑃 ′ будем называть нормальной формой 𝑃 относительно 𝑄.

Известно, что 𝑃 ′ принадлежит централизатору 𝐶(𝜕𝑞), который был описан в [2], а в [1]
было доказано, что он изоморфен матричному кольцу 𝑀𝑞(𝐾[𝐷𝑞]).

Хорошо известна классификация И. М. Кричевера [4], [5] коммутативных колец обык-
новенных дифференциальных операторов в терминах геометрических спектральных дан-
ных:

Теорема 2. Имеется взаимно-однозначное соответствие
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[𝐵 ранга 𝑟]/ ↔ [(𝐶,𝑃,ℱ , 𝜋, 𝜑) ранга 𝑟]/ ≃,

где (𝐶,𝑃,ℱ , 𝜋, 𝜑) геометрические данные ранга 𝑟, т.е.
𝐶 - неприводимая гладкая проективная кривая рода 𝑔
𝑃 ∈ 𝐶 - регулярная точка
ℱ – расслоение или пучок без кручения ранга 𝑟
𝜋 = 𝑘−1 - локальный параметр в окрестности точки 𝑃
𝜑 – некоторые данные тривиализации пучка в точке 𝑃 .

Я расскажу об альтернативной эффективной классификации в терминах нормальных
форм, а именно:

Теорема 3. Существует взаимно-однозначное соответствие между кольцами комму-
тирующих операторов K[𝑃,𝑄] ранга 𝑟, с условием 𝑟 = НОД (𝑝, 𝑞), где 𝑝 = ord(𝑃 ), 𝑞 =
ord(𝑄) и где 𝑃 и 𝑄 удовлетворяют уравнению Burchnall-Chaundy 𝐹 (𝑃,𝑄) = 0, т.е. урав-
нению с неприводимым многочленом 𝐹 (𝑋, 𝑌 ) вида

𝐹 (𝑋, 𝑌 ) = (𝛼𝑋𝑞 + 𝑌 𝑝)𝑟 +
∑︁

𝑖,𝑗≥1|𝑝𝑖+𝑞𝑗<𝑟𝑝𝑞

𝑎𝑖,𝑗𝑋
𝑖𝑌 𝑗

и тройками (𝑃 ′, 𝜕𝑞, ̃︀𝑆), где 𝑃 ′ ∈ 𝐶(𝜕𝑞) ≃ 𝑀𝑞(𝐾[𝐷𝑞]) - монический элемент централи-
затора 𝜕𝑞 порядка 𝑝, удовлетворяющий уравнению 𝐹 (𝑃 ′, 𝜕𝑞) = 0, а ̃︀𝑆 ∈ 𝑀𝑟(𝐾[[𝐷−𝑟]]) ⊂
𝐾⊕𝑟((𝐷−1)) - обратимый элемент порядка 0.

Автор благодарен А.Б. Жеглову за постановку задачи и ценные обсуждения.
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