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Аннотация. В данной работе исследуется двумерная лоренцева задача на плоскости анти-
де Ситтера. С использованием методов геометрической теории управления и дифференциаль-
ной геометрии описано множество достижимости, исследован вопрос существования лоренцевых
длиннейших, вычислены экстремальные траектории, построен оптимальный синтез, описаны ло-
ренцевы расстояние и сферы.

Рассмотрим пространство R3
2 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑥𝑖 ∈ R} с псевдоевклидовой метрикой

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑥21 − 𝑑𝑥22 + 𝑑𝑥23. Обозначим однополостный гиперболоид

𝐻2
1 = {𝑥 ∈ R3

2| − 𝑥21 − 𝑥22 + 𝑥23 = −1},

параметризуем его как

𝑥1 = ch 𝜃 cos𝜙, 𝑥2 = ch 𝜃 sin𝜙, 𝑥3 = sh 𝜃, 𝜃 ∈ R, 𝜙 ∈ R/(2𝜋Z), (1)

и зададим на 𝐻2
1 лоренцеву метрику 𝑔 = 𝑑𝑠2|𝐻2

1
.

Определение. Двумерное пространство анти-де Ситтера [1] есть односвязное
накрывающее многообразие гиперболоида 𝐻2

1̃︁𝐻2
1 = {(𝜙, 𝜃) ∈ R2},

на котором задана лоренцева метрика 𝑔, индуцированная метрикой 𝑔. Отметим, что
метрика 𝑔 локально совпадает с 𝑔.

Векторные поля 𝑋1, 𝑋2 образуют ортонормированный репер для метрики 𝑔, если

𝑔(𝑋2, 𝑋2) = −𝑔(𝑋1, 𝑋1) = 1, 𝑔(𝑋1, 𝑋2) = 0.

Предложение 1.

(1) Метрика 𝑔, а потому и метрика 𝑔, имеет следующее выражение:

𝑔 = − ch2 𝜃𝑑𝜙2 + 𝑑𝜃2.

(2) Ортонормированный репер этих метрик можно выбрать в виде

𝑋1 =
1

ch 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝜃
.

Определение. Лоренцевы длиннейшие для метрики 𝑔 суть решения следующей
задачи оптимального управления:

1



Конференция «Ломоносов-2025»

𝑞 = 𝑢1𝑋1(𝑞) + 𝑢2𝑋2(𝑞), 𝑞 = (𝜙, 𝜃) ∈𝑀 = ̃︁𝐻2
1 , (2)

𝑢 ∈ 𝑈 = {(𝑢1, 𝑢2) ∈ R2|𝑢21 − 𝑢22 ≥ 0, 𝑢1 > 0}, (3)

𝑞(0) = 𝑞0 = (𝜙0, 𝜃0), 𝑞(𝑡1) = 𝑞1 = (𝜙1, 𝜃1), (4)

𝐽 =

∫︁ 𝑡1

0

√︁
𝑢21 − 𝑢22 𝑑𝑡→ max . (5)

Теорема 1. Пусть 𝑞0 = (𝜃0, 𝜙0) ∈ 𝑀 . Тогда множество достижимости за произ-
вольное неотрицательное время 𝒜𝑞0 равно

𝑉𝑞0 := {(𝜃, 𝜙) ∈𝑀 : 𝜙 > 𝑠𝑖𝑔𝑛((𝜃 − 𝜃0)) arctg (sh 𝜃) + 𝜙0 − 𝑠𝑖𝑔𝑛((𝜃 − 𝜃0)) arctg (sh 𝜃0)}.

Следствие 1. Множество достижимости из точки 𝑞0 = (𝜃0, 𝜙0) ∈𝑀 за произволь-
ное неположительное время 𝒜−

𝑞0
есть

𝑉 −
𝑞0

:= {(𝜃, 𝜙) ∈ R2 : 𝜙 6 −𝑠𝑖𝑔𝑛((𝜃 − 𝜃0)) arctg (sh 𝜃) + 𝜙0 + 𝑠𝑖𝑔𝑛((𝜃 − 𝜃0)) arctg (sh 𝜃0)}.

Теорема 2. Пусть 𝑞0 = (𝜃0, 𝜙0) ∈𝑀 и

ℬ𝑞0 := {(𝜃, 𝜙) ∈𝑀 | 𝜋 + 𝜙0 − 𝑠𝑖𝑔𝑛((𝜃 − 𝜃0))(arctg (sh 𝜃) − 𝑐0) − 2𝑐0𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜃0) > 𝜙,

𝜙 > 𝜙0 + 𝑠𝑖𝑔𝑛((𝜃 − 𝜃0))(arctg (sh 𝜃) − 𝑐0)}, где 𝑐0 = arctg (sh 𝜃0).
Тогда для любой точки 𝑞1 ∈ ℬ𝑞0 существует оптимальная траектория в задаче (2)–

(5).
Предложение 2. Экстремали Принципа Максимума Понтрягина задачи (2)-(5) сле-

дующие:

• Анормальные траектории суть светоподобные траектории, и с точностью до пе-
репараметризации

𝑢1 = ±𝑢2 = 1,

𝜙(𝑡) = ± arctg {sh (±𝑡+ 𝜃0)} + 𝜙0 ∓ arctg {sh 𝜃0}, 𝜃(𝑡) = ±𝑡+ 𝜃0.

• Нормальные экстремали с начальным условием 𝜃(0) = 0, 𝜙(0) = 0, 𝜓(0) = 𝜓0

имеют следующий вид:

(1) при 𝜓0 = 0, 𝑡 ∈ R ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜃(𝑡) ≡ 0,

𝜓(𝑡) ≡ 0,

𝜙(𝑡) = 𝑡,

(6)

(2) при 𝜓0 ̸= 0, 𝑡 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜃(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ(sh𝜓0 sin 𝑡),

𝜓(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ
(︁

sh𝜓0 cos 𝑡√
cos2 𝑡+ch2 𝜓0 sin

2 𝑡

)︁
,

𝜙(𝑡) = arctg (ch𝜓0 tg 𝑡),

(7)

которое продолжается для всех 𝑡 ∈ (−∞,+∞) как
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⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜃(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ

(︁
sh𝜓0 sin 𝑡

)︁
,

𝜓(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ
(︁

sh𝜓0 cos 𝑡√
cos2 𝑡+ch2 𝜓0 sin

2 𝑡

)︁
,

𝜙(𝑡) = 𝑛𝜋 + 𝜙0(𝑡− 𝑛𝜋), 𝑡 ∈ [𝑛𝜋 − 𝜋/2, 𝑛𝜋 + 𝜋/2),

(8)

где 𝑛 ∈ Z и

𝜙0(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝜋/2, 𝑡 = −𝜋/2,
arctg (ch𝜓0 tg 𝑡), 𝑡 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2),

𝜋/2, 𝑡 = 𝜋/2.

Определение. Определим экспоненциальное отображение

𝐸𝑥𝑝 : 𝑁 →𝑀, 𝑁 =

(︂
𝑇 *
𝑞0
𝑀 ∩

{︂
ℎ1 = −

√︁
1 + ℎ22

}︂)︂
𝜓0

× (0, 𝜋)𝑡 = {(𝜓0, 𝑡) | 𝜓0 ∈ R, 𝑡 ∈ (0, 𝜋)},

𝐸𝑥𝑝(𝜓0, 𝑡) = 𝑞(𝑡) = (𝜃(𝑡), 𝜙(𝑡)),

где ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜃(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ

(︁
sh𝜓0 sin 𝑡

)︁
,

𝜙(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
arctg

(︁
ch𝜓0 tg 𝑡

)︁
, 𝑡 ∈ (0, 𝜋/2),

𝜋/2, 𝑡 = 𝜋/2,

𝜋 + arctg (ch𝜓0(tg (𝑡− 𝜋))), 𝑡 ∈ (𝜋/2, 𝜋).

(9)

Теорема 3. Экспоненциальное отображение задаёт гомеоморфизм областей

𝐴′ = {(𝜓0, 𝑡) : 𝜓0 ∈ R, 𝑡 ∈ (0, 𝜋)}, 𝐶 ′ = {(𝜃, 𝜙) ∈ R2 : arctg sh |𝜃| < 𝜙 < 𝜋 − arctg sh |𝜃|}

и диффеоморфизм областей

𝐴 = {(𝜓0, 𝑡) : 𝜓0 ∈ R, 𝑡 ∈ (0, 𝜋/2)}, 𝐶 = {(𝜃, 𝜙) ∈ R2 : arctg sh |𝜃| < 𝜙 < 𝜋/2},

а также областей

𝐴 = {(𝜓0, 𝑡) : 𝜓0 ∈ R, 𝑡 ∈ (𝜋/2, 𝜋)}, 𝐶 = {(𝜃, 𝜙) ∈ R2 : 𝜋/2 < 𝜙 < 𝜋 − arctg sh |𝜃|}.

Теорема 4.

(1) Если точка 𝑞1 = (𝜃1, 𝜙1) принадлежит нижней границе множества ℬ(0,0) = {(𝜃, 𝜙) ∈
𝑀 : 𝜋 − arctg sh |𝜃| > 𝜙 > arctg sh |𝜃|}, то оптимальная траектория, соединяющая
начало координат и 𝑞1, существует, единственна и является анормальной экстре-
малью, а лоренцево расстояние от (0, 0) до 𝑞1 равно 0.

(2) Если точка 𝑞1 = (𝜃1, 𝜙1) ∈ 𝐼𝑛𝑡(ℬ(0,0)), то оптимальная траектория, соединяющая
начало координат и 𝑞1, существует, единственна и является нормальной экстре-
малью с начальным условием 𝜓𝑞1, а лоренцево расстояние от (0, 0) до 𝑞1 равно 𝑡𝑞1,
где

𝜓𝑞1 = 𝑎𝑟𝑠ℎ

(︃
sh 𝜃1

√︃
1 + tg2 𝜙1

tg2 𝜙1 − sh2 𝜃1

)︃
, (10)
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𝑡𝑞1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
arcsin

√︁
tg2 𝜙1−sh2 𝜃1

1+tg2 𝜙1
, 𝜙1 ∈ (0, 𝜋/2),

𝜋/2, 𝜙1 = 𝜋/2,

𝜋 − arcsin
√︁

tg2 𝜙1−sh2 𝜃1
1+tg2 𝜙1

, 𝜙1 ∈ (𝜋/2, 𝜋).

(11)

Единственность оптимальной траектории понимается с точностью до перепарамет-
ризации.

Теорема 5. Для точек (𝜃1, 𝜙1) ∈𝑀 , таких что 𝜙1 > 𝜋−arctg (sh |𝜃1|), не существует
оптимальной траектории, начинающейся в точке (𝜃0, 𝜙0) = (0, 0). Лоренцево расстояние
от этой точки до точки (𝜃1, 𝜙1) равно +∞.

Теорема 6. Для точек 𝑞 = (𝜃, 𝜙) ∈ 𝑀 , т.ч. 𝜙 = 𝜋 − arctg (sh |𝜃|), лоренцево рассто-
яние от точки (0, 0) равно 𝜋. Для точки (0, 𝜋) существует континуум оптимальных
траекторий от точки (0, 0). Для других точек данной кривой оптимальных траекторий
нет.

Предложение 3.

(1) Расстояние от точки 𝑞0 = (0, 0) до любой точки 𝑞1 ∈ 𝐼𝑛𝑡(ℬ(0,0)) задаётся вещественно-
аналитической функцией

𝑑(𝑞0, 𝑞1) = 𝑡𝑞1 = arccos (cos𝜙 ch 𝜃). (12)

(2) Пусть точка 𝑞1 = (𝜃1, 𝜙1) удовлетворяет условию 𝜙1 = arctg sh |𝜃1|, т.е. она принад-
лежит нижней части границы 𝜕ℬ(0,0). Определим 1-форму 𝑙 = − sh 2𝜃1 cos2 𝜙1𝑑𝜃 +
sin 2𝜙1 ch2 th1 𝑑𝜙. Если 𝑞 = (𝜃, 𝜙) ∈ 𝐼𝑛𝑡(ℬ(0,0)) и 𝑞 → 𝑞1 так, что

(∆𝜃,∆𝜙)√︀
(∆𝜃)2 + (∆𝜙)2

→ 𝑣, ∆𝜃 = 𝜃 − 𝜃1, ∆𝜙 = 𝜙− 𝜙1,

𝑙(𝑣) ̸= 0,

то 𝑑(𝑞0, 𝑞) =
√︀
𝑙(∆𝜃,∆𝜙)(1 + 𝑜(1)).

Следствие 2. Лоренцева сфера радиуса 𝑟 ∈ (0, 𝜋) задается уравнением

𝜙 = arccos
(︁cos 𝑟

ch 𝜃

)︁
.

Определение. Векторное поле 𝑋 называется полем Киллинга метрики 𝑔, если
производная Ли метрики вдоль него равно нулю, то есть 𝐿𝑋𝑔 = 0.

Теорема 7.

(1) Алгебра Ли полей Киллинга пространства анти-де Ситтера 𝑀 с метрикой 𝑔 трех-
мерна и её базисные векторные поля можно выбрать в виде

�̂�1 = ch 𝜃𝑋1 = 𝜕𝜙, �̂�2 = sh 𝜃 cos𝜙𝑋1 + sin𝜙𝑋2, �̂�3 = − sh 𝜃 sin𝜙𝑋1 + cos𝜙𝑋2.

(2) Для их коммутаторов верны следующие соотношения:

[�̂�1, �̂�2] = �̂�3, [�̂�2, �̂�3] = −�̂�1, [�̂�3, �̂�1] = �̂�2.

(3) Алгебра Ли полей Киллинга изоморфна sl(2).

Предложение 4. Система ОДУ, определяемая векторным полем �̂�1:
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𝜃 = 0, �̇� = 1 (13)

имеет следующие решения с начальными условиями 𝜃(0) = 𝜃0, 𝜙(0) = 𝜙0:

𝜃(𝑡) ≡ 𝜃0, 𝜙(𝑡) = 𝑡+ 𝜙0.

Теорема 8. Система ОДУ, определяемая векторным полем �̂�2:

𝜃 = sin𝜙, �̇� = cos𝜙 tanh 𝜃 (14)

имеет первый интеграл 𝐶 = cos𝜙 cosh 𝜃 ∈ R. Пусть 𝑠1 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(cos𝜙0), 𝑠2 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(sin𝜙0),
𝑠3 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜃0), 𝑛 = [(𝜙0 + 𝜋/2)/(2𝜋)]. Тогда система (14) имеет следующие решения с
начальными условиями 𝜃(0) = 𝜃0, 𝜙(0) = 𝜙0 в зависимости от значения 𝐶.

1) Если 𝐶 = 0, то 𝜙(𝑡) ≡ 𝜙0, 𝜃(𝑡) = 𝜃0 + 𝑠2𝑡.
2) Пусть 𝐶2 = 1.

2.1) Если sin𝜙0 = 0, то 𝜙(𝑡) ≡ 𝜙0, 𝜃(𝑡) ≡ 𝜃0.
2.2) Если sin𝜙0 ̸= 0, то

𝜃(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ(sinh 𝜃0 exp(𝑠2𝑠3𝑡)),

𝜙(𝑡) =

{︃
𝑠2𝑠3 arcsin(tanh 𝜃(𝑡)) + 2𝜋𝑛 при 𝑠1 = 1,

𝜋 − 𝑠2𝑠3 arcsin(tanh 𝜃(𝑡)) + 2𝜋𝑛 при 𝑠1 = −1.
(15)

3) Если 𝐶2 ∈ (0, 1), то

𝜃(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠ℎ(
√

1 − 𝐶2 sinh 𝜏), 𝜏 = 𝑠2𝑡+ 𝑎𝑟𝑠ℎ(sinh 𝜃0/
√

1 − 𝐶2),

𝜙(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑠2 arcsin
√︁

1 − 𝐶2/ cosh2 𝜃(𝑡) + 2𝜋𝑛 при 𝑠1 = 1,

𝜋 − 𝑠2 arcsin
√︁

1 − 𝐶2/ cosh2 𝜃(𝑡) + 2𝜋𝑛 при 𝑠1 = −1.
(16)

4) Если 𝐶2 > 1, то

𝜙(𝑡) =

{︃
arcsin𝑥+ 2𝜋𝑛 при 𝑠1 = 1,

𝜋 − arcsin𝑥+ 2𝜋𝑛 при 𝑠1 = −1,
(17)

𝜃(𝑡) = 𝑠3𝑎𝑟𝑐ℎ(𝐶/ cos𝜙(𝑡)),

где 𝑥 = (|𝑠| − 𝐶2 + 1)/(2
√
𝑠), 𝑠 = (𝑒𝜏𝑠+ + 𝑠−)/(1 + 𝑒𝜏 ), 𝑠± = 𝐶2 + 1 ± 2|𝐶|, 𝜏 =

𝑠1𝑠3(𝑠+−𝑠−)𝑡/(2𝐶)+ln((𝑠0−𝑠−)/(𝑠+−𝑠0)), 𝑠0 = 𝑟2, 𝑟 =
√︀
𝑥20 + 𝐶2 − 1+𝑥0, 𝑥0 = sin𝜙0.

Замечание. Так как поле �̂�3 получается из поля �̂�2 сдвигом вдоль 𝜙 на 𝜋/2, доста-
точно проинтегрировать только �̂�2.

Обозначим через 𝑒𝑡𝑋 : 𝑀 →𝑀 поток векторного поля 𝑋 на многообразии 𝑀 .
Теорема 9. Лоренцево расстояние между двумя произвольными точками 𝑞0, 𝑞1 ∈𝑀

равно 𝑑(𝑞0, 𝑞1), где 𝑞0 = (0, 0) = 𝑒(−𝜃0�̂�3) ∘ 𝑒(−𝜙0�̂�1)(𝑞0) и, соответственно, 𝑞1 = 𝑒(−𝜃0�̂�3) ∘
𝑒(−𝜙0�̂�1)(𝑞1).
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