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В работе предложен новый подход к аппроксимации сингулярных решений нелинейных
уравнений Лейна–Эмдена, характеризующихся вертикальной асимптотой. Для построе-
ния решений используются функции Гудермана и нейросетевые методы. Для определения
положения асимптоты и начальной настройки коэффициентов применялся аналитический
подход, выработанный И.В. Асташовой и Т.А. Корчемкиной:

𝑥* − 𝑥0 < 𝜁 · 𝑦′(𝑥0)
− 𝑘0+𝑘1−1

𝑘0+1 .

Для приближения используется линейная комбинация базисных функций

𝐺(𝑤, 𝑝, 𝑥) = 2 arctan
(︁
exp(𝑤 𝑥+ 𝑝)

)︁
− 𝜋

2
.

Таким образом, решение представляется в виде

𝑦(𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝑥− 𝑥0

, где 𝑁(𝑥) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑞𝑘 𝐺(𝑤𝑘, 𝑝𝑘, 𝑥).

Данный подход позволяет учитывать резкие изменения производной вблизи асимптоты.
Традиционные полиномиальных аппроксимации для этого не подходят.

Для определения коэффициентов при базисных функциях используются два метода:
прямая оптимизация параметров и применение многослойного персептрона (MLP). В экс-
периментальной части приближаются решения уравнений

𝑦′′ = 𝑝(𝑥) 𝑦3, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1,

где 𝑝(𝑥) – это потенциал вида 𝑥 (линейный) или sin(𝑥) (нелинейный).
Качество аппроксимаций оценивалось по трём метрикам: коэффициент неравенства

Тейла (TIC), эффективность Нэша–Сатклиффа (NSE) и показатель учтённой дисперсии
(VAF). Результаты показали, что методы на основе функций Гудермана значительно пре-
восходят полиномиальные аппроксимации. При этом метод с использованием MLP демон-
стрирует наилучшие метрики, особенно для задачи с нелинейным потенциалом sin(𝑥).

Предложенный подход позволяет получать приближённые аналитические сингулярные
решения уравнений Лейна–Эмдена. Это особенно актуально для многомерных задач, где
численные методы, такие как метод Рунге–Кутты, менее удобны. Дальнейшие исследо-
вания будут направлены на оптимизацию архитектуры нейронных сетей и расширение
области применения методики на другие подвиды уравнений Лейна–Эмдена.
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