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Пусть 𝑋 — компактное метрическое пространство, а 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 — непрерывное отоб-
ражение. Наряду с исходной метрикой 𝑑 определим на 𝑋 дополнительную систему метрик

𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = max
06𝑖6𝑛−1

𝑑(𝑓 𝑖(𝑥), 𝑓 𝑖(𝑦)), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ N,

где 𝑓 𝑖, 𝑖 ∈ N, — 𝑖-я итерация отображения 𝑓, 𝑓 0 ≡ id𝑋 . Для всяких 𝑛 ∈ N, 𝜀 > 0 обозначим
через 𝑁𝑑(𝑓, 𝜀, 𝑛) максимальное число точек в 𝑋, попарные 𝑑𝑓𝑛-расстояния между которыми
больше, чем 𝜀. Тогда топологическую энтропию отображения 𝑓 определяют формулой

ℎtop(𝑓) = lim
𝜀→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑁𝑑(𝑓, 𝜀, 𝑛). (1)

Отметим, что величина (1) не изменится, если в ее определении метрику 𝑑 заменить на лю-
бую другую, задающую на 𝑋 ту же, что и 𝑑, топологию. Обозначим 𝐶(𝑋,𝑋) пространство
непрерывных функций из 𝑋 в 𝑋 с метрикой

𝜌(𝑓, 𝑔) = max
𝑥∈𝑋

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Рассмотрим функцию
𝑓 → ℎtop(𝑓). (2)

В работе [2] доказано, что функция (2) принадлежит второму борелевскому классу на
пространстве 𝐶(𝑋,𝑋), и множество точек пространства 𝐶(𝑋,𝑋), в которых функция (2)
полунепрерывна снизу, содержит плотное в пространстве 𝐶(𝑋,𝑋) множество типа 𝐺𝛿,
а в работе [3] установлено, что само множество точек полунепрерывности снизу являет-
ся всюду плотным в 𝐶(𝑋,𝑋) множеством типа 𝐺𝛿. Обозначим через 𝐸ℎ(𝑓) множество
предельно реализуемых значений топологической энтропии, т. е. множество тех значений
топологической энтропии, которые получаются при сколь угодно малых равномерных воз-
мущениях отображения 𝑓 :

𝐸ℎ(𝑓) =
⋂︁
𝑛∈N

{ℎtop(𝑔) : 𝜌(𝑓, 𝑔) <
1

𝑛
}.

Если 𝑋 — канторовское совершенное множество на отрезке [0, 1] с метрикой, индуциро-
ванной естественной метрикой вещественной прямой, то для любого отображения 𝑓 имеем
равенство 𝐸ℎ(𝑓) = [0;∞] [4], из которого следует, что множество точек непрерывности
функции (2) пусто, множество точек полунепрерывности снизу является всюду плотным
𝐺𝛿-множеством и совпадает с множеством нулей функции (2), а множество точек полуне-
прерывности сверху функции (2) совпадает с точками, в которых значение функции (2)
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равно бесконечности. Если 𝑋 = [0, 1], то в силу полунепрерывности снизу функции (2) [5],
для любого непрерывного отображения 𝑓 выполнено равенство min𝐸ℎ(𝑓) = ℎtop(𝑓). Из [6,
с. 216] вытекает:
Теорема 1. Для любого 𝑓 ∈ 𝐶([0, 1], [0, 1]) верно равенство max𝐸ℎ(𝑓) = ∞.
Из теоремы 1, результата работы [5] и теоремы Бэра о функциях 1-го бэровского класса
вытекает, что точки непрерывности функции (2) образуют всюду плотное 𝐺𝛿-множество,
в каждой точке которого энтропия бесконечна.
Теорема 2. Если отображение 𝑓 ∈ 𝐶([0, 1], [0, 1]) имеет неподвижную точку 𝑥0, удовле-
творяющую условиям

𝑓([0, 𝑥0]) = [0, 𝑥0] и 𝑓([𝑥0, 1]) = [𝑥0, 1]

или
𝑓([0, 𝑥0]) = [𝑥0, 1] и 𝑓([𝑥0, 1]) = [0, 𝑥0],

то верно равенство
𝐸ℎ(𝑓) = [ℎtop(𝑓),+∞].

Следствие 1. Если 𝑓 : [0, 1] → [0, 1] — гомеоморфизм, то 𝐸ℎ(𝑓) = [0,+∞].
Следствие 2. Если 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,𝑋) и 𝑓(0) = 0, то 𝐸ℎ(𝑓) = [ℎtop(𝑓),+∞]. В частности, для
логистического отображения 𝑓(𝑥) = 4𝑥(1− 𝑥) имеем

𝐸ℎ(𝑓) = [ln 2,+∞].
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