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Аннотация. В работе применяется метод Пикара к решению задачи для ряда уравнений с
дробной производной типа Атаньяны-Балеану. Построена схема вычисления последовательных
приближений решения и доказана её сходимость.

Введение
Дифференциальные уравнения с дробными производными хорошо описывают проис-

ходящие физические процессы [1], [6], [11]. Детально теория дробного исчисления приво-
дится в [1], [6], [10], [12]. Обзор методов решения подобных дифференциальных уравнений
приведен в [1], [10–12].

В последние годы были введены некоторые новые определения дробных производных
на основе ядер соответствующих интегральных операторов без сингулярностей: производ-
ная Капуто-Фабрицио и ее обощённый вариант — производная Атаньяны-Балеану [4], [14].
Важность этих производных объясняется тем, что ряд моделей, описывающих тепловые
процессы, не могут быть описаны с помощью классических дробных дифференциальных
операторов [4–5], [8], в то время как свойства производных Атаньяны-Балеану являются
более подходящими для этого [2–3].

В работе рассматривается метод последовательных приближений Пикара для постро-
ения решения соответствующей задачи Коши [7], [13]. С его помощью можно найти ре-
шения для некоторых нелинейных дифференциальных уравнений дробного порядка, за-
действуя меньше вычислений, оставясь при этом достаточно точным. Одним из таких
уравнений является уравнение Риккати, имеющее большое значение при решении задач
Гросса–Питаевского, Бюргерса–Кортевега-де-Фриза, Рамануджана и ряда других [9].

Определение 1. Пусть 𝑣 ∈ 𝐻1(𝑎, 𝑏) и 0 < 𝛼 < 1. Тогда оператором дробного дифферен-
цирования Атаньяны-Балеану в смысле Капуто называется

(𝑇𝛼𝑣)(𝑥) =
(︀
𝐴𝐵𝐶𝐷𝛼

𝑎+𝑣
)︀

(𝑥) =
𝛽(𝛼)

1 − 𝛼

∫︁ 𝑥

𝑎+

𝑣′(𝑠)𝐸𝛼

[︂
−𝛼

1 − 𝛼
(𝑥− 𝑠)𝛼

]︂
* d𝑠, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

где 𝛽(𝛼) — такая нормирующая функция, что 𝛽(0) = 𝛽(1) = 1, и 𝐸𝛼(𝑥) — функция Миттаг-
Леффлера.

Определение 2. Пусть 𝑣 ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏). Тогда оператором дробного интегрирования Римана-
Лиувилля называется (︀

𝑅𝐿𝐼𝛼𝑎+𝑣
)︀

(𝑥) =
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎+

𝑣(𝑠)(𝑥− 𝑠)𝛼−1d𝑠.
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Определение 3. Пусть 𝑣 ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏). Тогда оператором дробного интегрирования Атаньяны-
Балеану называется (︀

𝐴𝐵𝐼𝛼𝑎+𝑣
)︀

(𝑥) =
1 − 𝛼

𝛽(𝛼)
𝑣(𝑥) +

𝛼

𝛽(𝛼)
𝑅𝐿𝐼𝛼𝑎+𝑣(𝑥).

Лемма 1. Для дробной производной Атаньяны-Балеану в смысле Капуто справедлива
формула Ньютона-Лейбница:(︀

𝐴𝐵𝐼𝛼𝑎+
(︀
𝐴𝐵𝐶𝐷𝛼

𝑎+𝑣
)︀)︀

(𝑥) = 𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑎).

Постановка задачи
Для 𝑣 ∈ 𝐻1(0, 1) рассмотрим задачу Коши:

𝑇𝛼𝑣(𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑣(𝑥)), 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝑥 < 1, 𝑣(0) = 𝜇. (1)

Метод Пикара
Применив оператор 𝐴𝐵𝐼𝛼𝑎+ к левой и правой частям уравнения (1), получим

𝑣(𝑥) − 𝜇 = 𝐴𝐵𝐼𝛼𝑎+𝑔(𝑥, 𝑣(𝑥)). (2)

Введём последовательные приближения Пикара для уравнения (2):

𝑣𝑚+1(𝑥) = 𝜇 +
1 − 𝛼

𝛽(𝛼)
𝑔(𝑥, 𝑣𝑚(𝑥)) +

𝛼

𝛽(𝛼)

1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑠, 𝑣𝑚(𝑠))(𝑥− 𝑠)𝛼−1d𝑠, (3)

где 𝑚 ∈ N, 𝑣0 = 𝜇.

Теорема 1. Последовательные приближения Пикара (3) можно записать в виде

𝑣𝑚+1(𝑥, ℎ) = 𝜇 + (1 − ℎ)𝑣𝑚(𝑥) +
ℎ(1 − 𝛼)

𝛽(𝛼)
𝑔(𝑥, 𝑣𝑚(𝑥)) + ℎ𝐼(𝑥), (4)

где
𝐼(𝑥) =

𝛼

𝛽(𝛼)

1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑠, 𝑣𝑚(𝑠))(𝑥− 𝑠)𝛼−1d𝑠,

и ℎ ∈ (0,+∞).

Теорема 2. Если 𝑣 ∈ 𝐻1(0, 1) и 𝑔(𝑥, 𝑣) удовлетворяет условию Липшица по 𝑣 с констан-
той 𝐿 < Γ(𝛼)𝛽(𝛼)

(1−𝛼)Γ(𝛼)+1
, то последовательные приближения (4) образуют фундаментальную

последовательность в 𝐻1(0, 1), сходящуюся к решению задачи Коши (1) при 𝑚 → +∞ и
подходящем выборе ℎ, причём это решение является единственным.
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