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Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка нейтрального типа с по-
стоянными запаздываниями

(𝑦(𝑡)− 𝑝𝑦(𝑡− 𝜏))′′ + 𝑞(𝑡)𝑓(𝑦(𝑡− 𝜎)) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞), (1)

где 0 < 𝑝 < 1, 𝜏, 𝜎 > 0, 𝑞 ∈ 𝐶[𝑡0,+∞), 𝑞 > 0.
Определение 1. Решением уравнения (1) будем называть удовлетворяющую ему

функцию 𝑦 ∈ 𝐶[𝑡0 − 𝜌,+∞), 𝜌 ≡ max{𝜏, 𝜎}, при условии 𝑦(·)− 𝑝𝑦(· − 𝜏) ∈ 𝐶2[𝑡0,+∞).
Определение 2. Решение 𝑦 уравнения (1) называется колеблющимся, если для любого

𝑡1 > 𝑡0 существует такое 𝑡2 > 𝑡1, что 𝑦(𝑡2) = 0..
Определение 3. Скажем, что функция 𝑓, для которой 𝑓 ′(𝑦) > 0, 𝑦 ∈ R, и 𝑦𝑓(𝑦) > 0,

𝑦 ̸= 0, удовлетворяет условию:
— суперлинейности, если при любом 𝜀 > 0 верны оценки

0 <

∫︁ +∞

𝜀

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
< +∞, 0 < −

∫︁ −𝜀

−∞

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
< +∞;

— сублинейности, если при любом 𝜀 > 0 верны оценки

0 <

∫︁ 𝜀

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
< +∞, 0 < −

∫︁ 0

−𝜀
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В случае, когда 𝑝 = 𝜏 = 𝜎 = 0 и фукнция 𝑓(𝑦) = |𝑦|𝛾sgn𝑦, уравнение (1) является
уравнением типа Эмдена-Фаулера

𝑦′′ + 𝑞(𝑡)|𝑦|𝛾sgn𝑦 = 0. (4)

Известны следующие критерии колеблемости всех его решений.
Теорема Аткинсона. [1] Если 𝑞 ∈ 𝐶[0,+∞), 𝑞 > 0 и 𝛾 = 2𝑛 − 1, 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 1,

то все решения уравнения (2) являются колеблющимися тогда и только тогда, когда∫︀ +∞
0

𝑡𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞.
Теорема Белогорца. [2] Если 𝑞𝑗 ∈ 𝐶[0,+∞), 𝑞𝑗 > 0 и 𝛾𝑗 = 𝑝𝑗/𝑟𝑗 ∈ (0, 1), где 𝑝𝑗, 𝑟𝑗 —

натуральны, нечётны и 𝑗 ∈ N, то все решения уравнения 𝑦′′+
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑞𝑗(𝑡)𝑦
𝛾𝑗 = 0 являются

колеблющимися тогда и только тогда, когда
∫︀ +∞
0

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑡

𝛾𝑗𝑞𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞.
В [3] доказаны критерии колеблемости всех решений уравнения (1) в случаях супер-

линейности и сублинейности функции 𝑓 . Ниже представлены результаты, дополняющие
и уточняющие эти критерии.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓 ∈ 𝐶1(R) суперлинейна. Тогда:
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1) если
∫︀ +∞
0

𝑡𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞, то любое решение уравнения (1) либо является колеблю-
щимся, либо стремится к нулю на бесконечности;

2) если все решения уравнения (1) — колеблющиеся, то
∫︀ +∞
0

𝑡𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞.

Замечание. Расходимость интеграла
∫︀ +∞
0

𝑡𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 не гарантирует (вопреки утвержде-
нию из [3]) колеблемости всех решений уравнения (1). Например, функция 𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡

является частным решением уравнения

(𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡− 1)/2)′′ + (𝑒/2− 1)𝑒2𝑡−3𝑦3(𝑡− 1) = 0,

причем lim𝑡→+∞ 𝑦(𝑡) = 0 и
∫︀ +∞
0

𝑡𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞, где 𝑞(𝑡) ≡ 𝑡(𝑒/2− 1)𝑒2𝑡−3.
Теорема 2. Пусть функция 𝑓 ∈ 𝐶(R) сублинейна и 𝑓(𝑢𝑣) > 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) при 𝑢𝑣 > 0.

Тогда:
1) если

∫︀ +∞
0

𝑓(𝑡)𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞, то любое решение уравнения (1) либо является колеб-
лющимся, либо стремится к нулю на бесконечности;

2) если все решения уравнения (1) — колеблющиеся, то
∫︀ +∞
0

𝑓(𝑡)𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞.

Теорема 3. Если функция 𝑓 ∈ 𝐶(R) сублинейна, 𝜎 > 𝜏 и
∫︀ +∞
0

𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 = +∞, то все
решения уравнения (1) являются колеблющимися.
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