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В работе 1 доказывается неразрешимость уравнений sin(𝑧) − 𝑧 = 𝑎 и cos(𝑧) − 𝑧 = 𝑎 в
элементарных функциях методом Арнольда.

Особыми точками функции 𝑓(𝑧) = sin(𝑧) − 𝑧 являются 𝑧𝑘 = 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z, а корни урав-
нения 𝑓(𝑧) = 𝑎 имеют кратность 3. Из этого следует, что при обходе параметром 𝑎 особой
точки три корня уравнения переставляются циклически.

Функция 𝑓(𝑥) вещественного аргумента монотонно убывает – уравнение 𝑓(𝑥) = 𝑎 имеет
единственный вещественный корень. В силу свойств комплексного синуса, все комплекс-
ные корни уравнения будут идти сопряженными парами.

Получаем, что при обходе особой точки происходит циклическая перестановка веще-
ственного корня и двух сопряженных комплексных корней, ближайших к этой точке.
Остальные корни пройдут петлю около себя и вернутся обратно, так как аналитическая
зависимость от 𝑎 в малой окрестности на них влияет незначительно.

При обходе иной особой точки происходит циклическая перестановка другой пары ком-
плексно сопряженных корней и вещественного корня, изначальная пара комплексных кор-
ней переходит в себя в силу соображений выше.

Пройденные петли порождают перестановки (2 3 1) и (1 5 4), порождающих неразре-
шимую группу 𝑆5. Как показано в статье [3], из этого следует неразрешимость исходного
уравнения в элементарных функциях.

Для косинуса аналогично особыми точками кратности 3 будут 2𝜋/3 + 2𝜋𝑘.
В силу отрицательности производной почти всюду будет существовать единственный

вещественный корень. Комплексные корни, как и у синуса, будут попарно сопряжены.
Комбинируя петли вокруг особых точек, получим неразрешимую группу 𝑆5, из-за чего
уравнение cos(𝑧)− 𝑧 = 𝑎 также неразрешимо в элементарных функциях.
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