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В работе рассматривается обобщение задачи [1] о выборе места посадки над поверхно-
стью планеты летательного аппарата с поворотным двигателем. Движение происходит в
среде с сопротивлением. Следуя [2], [3] будем считать, что изменение количества топлива
не влияет на динамику точки.

Уравнения движения имеют вид (см. рис.):

d𝑋

d𝜏
= 𝑉,

d𝑉

d𝜏
= 𝑐𝑈 − 𝐹 (𝑉 ) ,

d𝑀

d𝜏
= −

√︂
𝑈2 +

𝑚2
𝑎 · 𝑔2
𝑐2

,

где 𝑋 – горизонтальная координата, 𝑉 – скорость, 𝑐 – скорость истечения массы, 𝑈 –
скорость расхода массы, управление, 𝑈 ∈

[︀
−�̄� , �̄�

]︀
, где �̄� – заданная константа, �̄� > 0,

𝐹 (𝑉 ) – сопротивление среды, 𝑔 – ускорение свободного падения, 𝑀 – масса топлива, 𝑚𝑎

– масса аппарата, 𝜏 – размерное время.

Рис. : К постановке задаче о выборе места посадки

После обезразмеривания уравнения движения примут вид

�̇� = 𝑣, �̇� = 𝑢− 𝑓 (𝑣) , �̇� = −
√

1 + 𝑢2. (1)

Управление 𝑢 удовлетворяет ограничению |𝑢| 6 �̄�, где �̄� > 0.
Начальные и конечные условия для системы (1) имеют вид

𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑣 (0) = 𝑣0, 𝑚(0) = 𝑚0, 𝑥 (𝑇 ) = 𝑥1, 𝑣(𝑇 ) = 𝑣1. (2)

Время процесса 𝑇 фиксировано. Целью управления является минимизация терминального
функционала

𝐽 = −𝑚 (𝑇 ) → min
|𝑢|6�̄�

. (3)

C использованием принципа максимума Понтрягина [4] задача оптимального управле-
ния (1) – (3) была сведена к краевой для системы нелинейных дифференциальных урав-
нений (в случае, когда −�̄� < 𝑢(𝑡) < �̄�) :
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(4)

Требуется найти неизвестные значения 𝑢(0), 𝑎 и 𝑏. Первые два уравнения системы (4)
отщепляются от системы (4). Будем исследовать подсистему, состоящую из третьего и
четвертого уравнений системы (4):⎧⎨⎩ �̇� = 𝑢− 𝑓 (𝑣) , 𝑣 (0) = 𝑣0, 𝑣 (𝑇 ) = 𝑣1,

�̇� = (1 + 𝑢2)
(︀
𝑢𝑓 ′ (𝑣) − 𝑎

√
1 + 𝑢2

)︀
, 𝑢 (𝑇 ) =

𝑏√
1− 𝑏2

.
(5)

После того, как 𝑣(𝑡) и 𝑢(𝑡) определены из (5), 𝑥(𝑡) находится из первого уравнения (4) с
помощью квадратур.

Для случая квадратичного сопротивления среды (𝑓(𝑣) = 𝑣2) проведено качественное
исследование системы (5) методом фазовой плоскости. Установлено, что система имеет
единственное стационарное решение типа «cедло». С использованием первого интеграла
𝐻 = 𝐶, где 𝐻 – функция Понтрягина оптимальной задачи (1) – (3):

𝐻 = 𝑎𝑣 +
𝑢√

1 + 𝑢2
·
(︀
𝑢− 𝑣2

)︀
−
√

1 + 𝑢2. (6)

по аналогии с работами [5], [6] установлено число выходов оптимальной траектории на
ограничение 𝑢 = �̄� в случае свободной конечной скорости (𝑏 = 0) и на ограничения 𝑢 = ±�̄�
в случае фиксированной конечной скорости 𝑣(𝑇 ) = 𝑣1. Аналитически описаны области в
плоскости фазовых переменных, из которых возможно достижение терминального множе-
ства. Построен синтез оптимального управления. Полученные теоретические результаты
проиллюстрированы численным моделированием.
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