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В данной работе рассматривается задача вычисления цены барьерного опциона, а имен-
но, «down-and-out call» опциона в модели геометрического броуновского движения с ко-
эффициентами, зависящими только от времени.

По определению, «down-and-out call» опцион есть производный финансовый инстру-
мент, выплата по которому равна выплате по классическому опциону «call» с моментом
погашения 𝑇 и ценой исполнения 𝐾 и который прекращает свое существование (аннули-
руется), если цена базового актива достигает определённого барьерного уровня 𝐻.

Модель предполагает, что на вероятностном пространстве (Ω, (ℱ𝑡)𝑡∈[0,𝑇 ], 𝑄) с фильтра-
цией (ℱ𝑡)𝑡∈[0,𝑇 ], удовлетворяющей обычным условиям, динамика базового актива 𝑋 опи-
сывается стохастическим дифференциальным уравнением

𝑑𝑋𝑡 = 𝑟(𝑡)𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡)𝑋𝑡𝑑𝑊𝑡 , 𝑋0 = 𝑥, (1)

где 𝑊 — это 𝑄-стандартное броуновское движение, согласованное с (ℱ𝑡)𝑡∈[0,𝑇 ]. При этом
детерминированные функции 𝑟(𝑡) и 𝜎(𝑡) удовлетворяют условиям существования и един-
ственности сильного решения 𝑋𝑡.

Из теории безарбитражного ценообразования известно, что цена данного опциона вы-
числяется как

𝑉 (𝑡, 𝑥) = E𝑄[𝑒−
∫︀ 𝑇
𝑡 𝑟(𝑠)𝑑𝑠(𝑋𝑇 −𝐾)+I{𝑚𝑡,𝑇>𝐻} | 𝑋𝑡 = 𝑥], (2)

где 𝑚𝑡,𝑇 = min𝑡≤𝑠≤𝑇 𝑋𝑠.
Основной результат данной работы связан с применением метода вычисления цены

барьерного опциона с помощью формулы Пешкира замены переменных с использованием
локального времени [1]:

Теорема. Цена (2) барьерного опциона «down-and-out call» в модели (1) в момент
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] вычисляется по формуле

𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝐶(𝑡, 𝑥) − 1

2

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑒−
∫︀ 𝑢
𝑡 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑉𝑥(𝑢,𝐻+) 𝒦(𝑡, 𝑥;𝑢)𝑑𝑢, (3)

где 𝐶(𝑡, 𝑥) есть цена «call» опциона в данной модели

𝐶(𝑡, 𝑥) = 𝑥Φ(𝑑1(𝑡, 𝑥;𝑇,𝐾)) −𝐾𝑒−
∫︀ 𝑇
𝑡 𝑟(𝑠)𝑑𝑠Φ(𝑑2(𝑡, 𝑥;𝑇,𝐾)), (4)

где

𝑑1(𝑡, 𝑥;𝑇,𝐾) =
ln 𝑥

𝐾
+
∫︀ 𝑇

𝑡
𝑟(𝑠)𝑑𝑠 + 1

2
𝑣2(𝑡, 𝑇 )

𝑣(𝑡, 𝑇 )
, (5)

𝑑2(𝑡, 𝑥;𝑇,𝐾) = 𝑑1(𝑡, 𝑥;𝑇,𝐾) − 𝑣(𝑡, 𝑇 ), (6)

𝑣(𝑡, 𝑇 )2 =

∫︁ 𝑇

𝑡

𝜎2(𝑠)𝑑𝑠, (7)

а 𝑉𝑥(𝑢,𝐻+) удовлетворяет уравнению Вольтерра I-го рода
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𝐶(𝑡,𝐻) =
1

2

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑒−
∫︀ 𝑢
𝑡 𝑟(𝑠)𝑑𝑠 𝑉𝑥(𝑢,𝐻+) 𝒦(𝑡, 𝑥;𝑢)𝑑𝑢 (8)

с ядром

𝒦(𝑡, 𝑥;𝑢) = 𝜑(𝑑2(𝑡, 𝑥;𝑢,𝐻)
𝜎(𝑢)2𝐻

𝑣(𝑡, 𝑢)
. (9)
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